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Ãëàâà 1
Ðåãóëÿðíûå ÿçûêè
Îïðåäåëåíèå 1. Àëôàâèò § ¹ íàáîð ñèìâîëîâ. Ñòðîêà èëè ñëîâî
¹ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1a2a3a4 : : : an, ãäå ai 2 §.
Îïðåäåëåíèå 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç §¤ ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ àëôàâèòà
§, âêëþ÷àÿ ïóñòîå ñëîâî. Îïðåäåëèì áèíàðíóþ îïåðàöèþ êîíêàòåíà-
öèÿ ± íà §¤ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Ïóñòü a1a2a3a4 : : : an è b1b2b3b4 : : : bm 2 §¤, òîãäà
a1a2a3a4 : : : an ± b1b2b3b4 : : : bm = a1a2a3a4 : : : anb1b2b3b4 : : : bm:
Ïóñòü S; T µ §¤, òîãäà S ±T = fs± tjs 2 S; t 2 Tg. Ìíîæåñòâî S ±T
áóäåì òàêæå îáîçíà÷àòü ÷åðåç ST .
Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü B µ §¤, òîãäà çàìûêàíèå Êëèíè B¤ ¹ ìíî-
æåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ êîíêàòåíàöèé ñëîâ èç B âìåñòå ñ ïóñòûì
ñëîâîì, ò.å. B¤ = fw1w2 : : : wnjwi 2 Bg
Sf¸g. Óñëîâèìñÿ, ÷òî ;¤ = f¸g.
Ñèìâîë ¤ íàçûâàåòñÿ çâåçäà (çâåçäî÷êà) Êëèíè.
Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü § ¹ àëôàâèò. Òîãäà ìíîæåñòâî L µ §¤ íà-
çûâàåòñÿ ÿçûêîì.
Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü § ¹ àëôàâèò. Êëàññ ðåãóëÿðíûõ âûðàæå-
íèé R íàä § îïðåäåëåí ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:
(i) Ñèìâîë ; ¹ ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå è 8a 2 §, ñèìâîë a ¹ òîæå
ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå.
(ii) Ïóñòü w1 è w2 ¹ ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ, òîãäà w1w2, w1 _ w2,
w¤1 è (w1) ¹ ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ.
(iii) Íå ñóùåñòâóåò íèêàêèõ ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèé, êðîìå òåõ,
÷òî ïîëó÷åíû ïî ïðàâèëàì (i) è (ii).
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Îïðåäåëåíèå 6. Êëàññ R ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ íàä àëôàâèòîì § èìå-
åò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:
(i) ; 2 R, åñëè a 2 §, òî fag 2 R.
(ii) Åñëè s1; s2 2 R, òî s1
S
s2; s1 ± s2; s¤1 2 R.
(iii) Òîëüêî ìíîæåñòâà, ïîñòðîåííûå ïî ïðàâèëàì (i) è (ii) ïðèíàä-
ëåæàò R.
Îïðåäåëåíèå 7. Êîä C ¹ ïîäìíîæåñòâî §¤. Åñëè C ¹ ïîäìíîæå-
ñòâî §¤ è êàæäîå ñëîâî ìíîæåñòâà S ½ §¤ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî
êîíêàòåíàöèåé ýëåìåíòîâ C, òî ãîâîðÿò, ÷òî C ¹ êîä S. Êîä C îä-
íîçíà÷åí, åñëè êàæäàÿ ñòðîêà S îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèìà â âèäå êîí-
êàòåíàöèè ýëåìåíòîâ C.
Îïðåäåëåíèå 8. Ïóñòü § ¹ àëôàâèò. Íåïóñòîé êîä C µ § ¹ ïðå-
ôèêñíûé êîä, åñëè äëÿ âñåõ ñëîâ u; v 2 C, ïðåäñòàâëåíèå u = vw, ãäå
w 2 §¤ âëå÷åò u = v è w = ¸.
Íåïóñòîé êîä C µ § ¹ ñóôôèêñíûé êîä, åñëè äëÿ âñåõ ñëîâ u; v 2
C, ïðåäñòàâëåíèå u = wv, ãäå w 2 §¤ âëå÷åò u = v è w = ¸.
Íåïóñòîé êîä C µ § ¹ áèïðåôèêñíûé êîä, åñëè C îäíîâðåìåííî
è ïðåôèêñíûé è ñóôôèêñíûé êîä.
Íåïóñòîé êîä C µ § ¹ èíôèêñíûé êîä, åñëè u;wuv 2 C âëå÷åò
w = v = ¸.
Êîä C ¹ áëî÷íûé êîä åñëè âñå ñòðîêè C èìåþò îäíó è òó æå
äëèíó.
Òåîðåìà 1. Åñëè êîä ñóôôèêñíûé, ïðåôèêñíûé, áèïðåôèêñíûé, èíôèêñ-
íûé èëè áëî÷íûé òî îí îäíîçíà÷åí.
Òåîðåìà 2. Áëî÷íûé êîä ¹ è ñóôôèêñíûé, è ïðåôèêñíûé, è áèïðåôèêñ-
íûé, è èíôèêñíûé.
Òåîðåìà 3. Èíôèêñíûé êîä âñåãäà áèïðåôèêñíûé.
Çàäà÷è
1. Ïóñòü w = 10110, íàéòè òàêèå ñëîâà v1, v2, v3, v4, v5, vi 6= vj, i 6= j,
÷òî viw = wvi, i = 1; : : : ; 5.
2. Íàéòè ìíîæåñòâà ðåãóëÿðíûõ ñëîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âûðàæåíèÿì:
a) a(b _ c _ d)a;
b) a¤b¤c;
c) (a _ b)(c _ d);
d) (ab¤¸) _ (cd)¤;
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e) a(bc)¤d.
f) bc(bc)¤;
g) (a _ b¤ _ ¸)(c _ d¤).
3. Íàéòè ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ìíîæåñòâ ñëîâ:
a) fab; ac; adg;
b) fab; ac; bb; bcg;
c) fa; ab; abb; abbb; abbbb; : : :g;
d) fab; abab; ababab; abababab; ababababab; : : :g;
e) fab; abb; aab; aabbg.
4. Ïóñòü § = fa; b; cg. Íàéòè ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ ìíîæåñòâ
a) Ñëîâ, ñîäåðæàùèõ ðîâíî äâå áóêâû b.
b) Ñëîâ, ñîäåðæàùèõ ðîâíî äâå áóêâû b è ðîâíî äâå áóêâû c.
c) Ñëîâ, ñîäåðæàùèõ íå ìåíüøå äâóõ áóêâ b.
d) Ñëîâ, íà÷èíàþùèõñÿ è çàêàí÷èâàþùèõñÿ íà a è ñîäåðæàùèõ íå
ìåíåå, ÷åì ïî îäíîé áóêâå b è c.
e) Ñëîâ, ñîäåðæàùèõ ðîâíî äâå áóêâû b è ðîâíî äâå áóêâû a.
f) Ñëîâ, ñîäåðæàùèõ ÷åòíîå ÷èñëî áóêâ b.
5. Êîòîðûå èç ñëåäóþùèõ êîäîâ îäíîçíà÷íû?
a) fab; ba; a; bg;
b) fab; acb; accb; acccb; : : :g;
c) fa; b; c; bdg;
d) fab; ba; ag;
e) fa; ab; ac; adg;.
f) ab¤;
g) ab¤ _ baaa;
h) ab¤c _ baaac;
i) (a _ b)(b _ a);
j) (a _ b _ ¸)(b _ a _ ¸).
6. ßâëÿþòñÿ ëè ñëåäóþùèå êîäû îäíîçíà÷íûìè? Ñóôôèêñíûìè?
a) fab; bag;
b) fab; abc; bcg;
c) fa; b; c; bdg;
d) faba; ba; cg;
e) fab; acb; accb; acccbg.
7. Êîòîðûå èç ñëåäóþùèõ êîäîâ ñóôôèêñíûå (ïðåôèêñíûå)?
a) ab¤;
b) ab¤c;
c) a¤bc¤;
d) (a _ b)(b _ a);
e) a¤b.
8. Äîêàçàòü ïîñëåäíèå òðè òåîðåìû ïåðâîé ãëàâû.
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Ïðèìåð:
// .-,()*+s0 a //
a;b
¤¤ .-,()*+s1 a //
a;b
¤¤ ?>=<89:;/.-,()*+ s2
a;b
¦¦
Îïðåäåëåíèå 11. ßçûê M(L) ïðèíèìàåòñÿ àâòîìàòîì M åñëè 8w =
w1 : : : wn 2M(L), w1(w2(: : : (wn(s0)))) 2 F , wi 2 § (i = 1; : : : ; n), è íàîáî-
ðîò w(s0) 2 F âëå÷åò w 2M(L).
Òåîðåìà 4. Äëÿ êàæäîãî íåäåòåðìèíèðîâàííîãî àâòîìàòà ñóùåñòâó-
åò äåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò, ïðèíèìàþùèé òîò æå ÿçûê.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî êîíñòðóêòèâíî.
(1) Íà÷èíàåì ñ ñîñòîÿíèÿ fs0g.
(2) 8ai 2 § ïîñòðîèì ai-ðåáðî èç fs0g âî ìíîæåñòâî âñåõ îáðàçîâ s0
ïîä äåéñòâèåì ai.
(3) Äëÿ êàæäîãî ïîñòðîåííîãî ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé fsi1 ; : : : ; sikg è
êàæäîãî ai 2 § ñíîâà ñòðîèì ai-ðåáðî èç ïåðâîãî ìíîæåñòâà â ìíî-
æåñòâî âñåõ ñîñòîÿíèé, äîñòèæèìûõ õîòÿ áû èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ sij ,
(j = 1; : : : ; k).
(4) Ïðîäîëæàåì ïðèìåíÿòü øàã (3) äî òåõ ïîð ïîêà íå çàêîí÷èì ñòðî-
èòü íîâûå ñîñòîÿíèÿ¹íàáîðû.
(5) Êàæäîå íîâîå ñîñòîÿíèå, ñîäåðæàùåå ýëåìåíò F ¹ ïðèåìíîå ñî-
ñòîÿíèå íîâîãî àâòîìàòà.
Çàäà÷è
1. Êîòîðûå èç ñëîâ ïðèíèìàþòñÿ àâòîìàòîì?
a) abba.
b) aabbb.
c) babab.
d) aaabbb.
e) bbaab.
2. Íàéòè ÿçûê, ïðèíèìàåìûé àâòîìàòîì.
a)
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2.1. Äåòåðìèíèðîâàííûå è íåäåòåðìèíèðîâàííûå àâòîìàòû
b)
c)
d)
3. Íàéòè äåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò, ïðèíèìàþùèé ÿçûê
a) aa¤bb¤cc¤;
b) (a¤ba¤ba¤b)¤;
c) (a¤(ba)¤bb¤a)¤;
d) (a¤b) _ (b¤a)¤.
4. Íàéòè íåäåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò, ïðèíèìàþùèé ÿçûê
a) aa¤bb¤cc¤;
b) (a¤b) _ (c¤b) _ (ac)¤;
c) (a _ b)¤(aa _ bb)(a _ b)¤;
d) ((aa¤b) _ bb¤a)ac¤.
5. Ïîñòðîèòü äåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò, ïðèíèìàþùèé òîò æå ÿçûê,
÷òî è íåäåòåðìèíèðîâàííûé.
a)
b)
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c)
d)
2.2 Òåîðåìà Êëèíè
Òåîðåìà 5. ßçûê L ðåãóëÿðåí , L ¹ ÿçûê, ïðèíèìàåìûé àâòîìàòîì.
Äîêàçàòåëüñòâî. ()) Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ïîä-
ìíîæåñòâà U = fa1; : : : ; ang µ § îïðåäåëåí àâòîìàò, ïðèíèìàþùèé U .?>=<89:;76540123 s1
?>=<89:;76540123 s2
//76540123 s0
a1
??~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~
a2
77ooooooooooooooo
an
''OO
OOO
OOO
OOO
OOO
O ¢ ¢ ¢ ...
?>=<89:;76540123 sn
Ïîñòðîèì òåïåðü àâòîìàò, ñîîòâåòñòâóþùèé êîíêàòåíàöèè ÿçûêîâ L1L2.
Ïóñòü M1 = (§; Q1; s0;¨1; F1), M2 = (§; Q2; s00;¨2; F2). Ïîñòðîèì M =
(§; Q; s000;¨; F ). Ïîëîæèì Q = Q1
S
Q2, s000 = s0, F = F2. Åñëè a(si) = sj 2
¨1 è sj 62 F1, òî a(si) = sj 2 ¨. Åñëè a(si) = sj 2 ¨1 è sj 2 F1, ïîëàãàåì
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2.2. Òåîðåìà Êëèíè
a(si) = sj 2 ¨ è a(si) = s00 2 ¨. Êðîìå òîãî, ¨2 ½ ¨. Äàëåå åñëè s0 2 F1,
îòîæäåñòâèì s00 ñ s0.
Ðàññìîòðèì çàìûêàíèå Êëèíè L¤ ÿçûêà L. ÏóñòüM = (§; Q; s0;¨; F ).
Ïîñòðîèì M 0 = (§; Q0; s00;¨0; F 0) äëÿ L¤. Ïîëîæèì Q0 = Q
Sfs00g. Åñëè
a(s0) = sj 2 ¨ òî a(s00) = sj 2 ¨0. Òàêæå ¨ ½ ¨0. Åñëè a(s0) = sj 2 ¨,
sj 2 F , òî a(s0) = s00 2 ¨0.
Ïîñòðîèì åùå àâòîìàò L00 = L
S
L0. Ïóñòü M(L) = (§; Q; s0;¨; F ),
M(L0) = (§; Q0; s00;¨
0; F 0). Ïîëîæèì Q00 = Q
S
Q0
Sfs000g, F 00 = F SF 0.
Äàëåå ¨
S
¨0 ½ ¨00. Êðîìå òîãî, äîáàâèì åùå ðåáðà âèäà: åñëè a(s0) =
sj 2 ¨, òî a(s000) = sj 2 ¨00. Àíàëîãè÷íî, åñëè a(s00) = sj 2 ¨0, òî a(s000) =
sj 2 ¨00.
(() Óäàëåíèå ïðîìåæóòî÷íûõ ñîñòîÿíèé è ëèøíèõ ðåáåð ïî ïðàâè-
ëàì:
1. // /.-,()*+si
a1;a2;:::;ak
¥¥
// çàìåíÿåì íà // /.-,()*+si
(a1_a2_¢¢¢_ak)¤
¥¥
//
2. // GFED@ABCsi¡1 a // GFED@ABC si
b
ªª
c // GFED@ABCsi+1 çàìåíÿåì íà // GFED@ABCsi¡1 ab¤c // GFED@ABCsi+1
3. // GFED@ABC si
a1
%%a2 //
an
...
FF
ONMLHIJK si+1 // çàìåíÿåì íà // ?>=<89:; si a1_a2_¢¢¢_an// GFED@ABCsi+1 //
4. // WVUTPQRS si¡1 a1 ++ GFED@ABC si a3 //a2ll ONMLHIJK si+1 // çàìåíÿåì íà
// GFED@ABCsi¡1 a1(a2a1)¤a3 // GFED@ABCsi+1 //
Òàêèì îáðàçîì, ÿçûê, îïðåäåëÿåìûé äàííûì àâòîìàòîì ¹ îáúåäèíå-
íèå ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ, ñëåäîâàòåëüíî, ðåãóëÿðåí.
Çàäà÷è
1. Ïîñòðîèòü àâòîìàò äëÿ ÿçûêà §¤nM(L), åñëè èçâåñòåí àâòîìàòM .
2. Ïîñòðîèòü àâòîìàò äëÿ ÿçûêà L1
T
L2, åñëè èçâåñòíû àâòîìàòûM1
è M2.
3. Ïóñòü ÿçûê L1 çàäàí àâòîìàòîì
ßçûê L2 ¹ àâòîìàòîì
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Ïîñòðîèòü àâòîìàòû äëÿ ÿçûêîâ
a) L1
S
L2;
b) L1L2;
c) L¤1, L¤2.
4. Ïóñòü ÿçûê L1 çàäàí àâòîìàòîì
ßçûê L2 ¹ àâòîìàòîì
Ïîñòðîèòü àâòîìàòû äëÿ ÿçûêîâ
a) L1
S
L2;
b) L1L2;
c) L¤1, L¤2.
5. Ïóñòü ÿçûê L1 çàäàí àâòîìàòîì
ßçûê L2 ¹ àâòîìàòîì
Ïîñòðîèòü àâòîìàòû äëÿ ÿçûêîâ
a) L1
S
L2;
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2.3. Ìèíèìàëüíûå äåòåðìèíèðîâàííûå àâòîìàòû è ñèíòàêñè÷åñêèå ìîíîèäû15
b) L1L2;
c) L¤1, L¤2.
2.3 Ìèíèìàëüíûå äåòåðìèíèðîâàííûå àâòî-
ìàòû è ñèíòàêñè÷åñêèå ìîíîèäû
Îïðåäåëåíèå 12. Äåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò M ìèíèìàëåí åñëè
÷èñëî ñîñòîÿíèé M ìåíüøå èëè ðàâíî ÷èëó ñîñòîÿíèé ëþáîãî äðóãîãî
äåòåðìèíèðîâàííîãî àâòîìàòà, ïðèíèìàþùåãî òîò æå ÿçûê, ÷òî è
M .
Ïðèâåäåì ñíà÷àëà êîíñòðóêöèþ, îñíîâàííóþ íà ÿçûêå äàííîãî àâòî-
ìàòà.
Îïðåäåëåíèå 13. Ïóñòü § ¹ àëôàâèò, §¤ ¹ ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ
íàä §, L µ §¤. Òîãäà äëÿ ÿçûêà L îïðåäåëåí âíóòðåííèé (ìèíèìàëü-
íûé) àâòîìàò Mi: Ñîñòîÿíèÿ Mi ¹ êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè 8x 2 §¤
[x] = fy 2 §¤jR(y) = R(x)g, ãäå R(x) ¹ ìíîæåñòâî ³ïðàâûõ êîíòåê-
ñòîâ´, ïðèíèìàåìûõx ïîä äåéñòâèåì L, à èìåííî, R(x) = fv 2 §¤jxv 2
Lg. Ñèìâîë a äåéñòâóåò íà ñîñòîÿíèå [x] ïî ïðàâèëó [x]a = [xa], ãäå
xa = ¨(x; a). Ïðè ýòîì ñòàðòîâîå ñîñòîÿíèå Mi ¹ [¸], à ïðèåìíûå
ñîñòîÿíèÿ F = f[x]jx 2 Lg.
Îïðåäåëåíèå 14. Ñèíòàêñè÷åñêèé ìîíîèä S ÿçûêà L ñîñòîèò èç
êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè, îïðåäåëåííûõ 8x 2 §¤ [[x]] = fy 2 §¤jLR(y) =
LR(x)g, ãäå LR(x) ¹ ìíîæåñòâî äâóñòîðîííèõ êîíòåêñòîâ, ïðèíèìà-
åìûõ x ïîä äåéñòâèåì L. Òî åñòü, LR(x) = f(u; v) 2 §¤ £ §¤juxv 2 Lg.
Êðîìå òîãî, íà S êîððåêòíî îïðåäåëåíà áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ [[x]][[y]] =
[[xy]].
S ¹ ìîíîèä, òî åñòü ïîëóãðóïïà ñ åäèíèöåé [[1]] = [[¸]].
Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîöåäóðó ïîëó÷åíèÿ ìèíèìàëüíîãî àâòîìàòà èç
äàííîãî ïîñðåäñòâîì ³ñõëîïûâàíèÿ ñîñòîÿíèé´.
Øàã 1. Äëÿ êàæäîé ïàðû ñîñòîÿíèé fp; qg îïðåäåëèì, ñóùåñòâóåò ëè
ñòðîêà, ïîä äåéñòâèåì êîòîðîé òîëüêî îäíî ñîñòîÿíèå èç ïàðû ïåðåõîäèò
â êîíå÷íîå. Åñëè ñóùåñòâóåò, ïîìåòèì ýòó ïàðó êàê íåîòîæäåñòâèìóþ.
Øàã 2. Äëÿ êàæäîé ïàðû fp; qg èç îñòàâøèõñÿ íåïîìå÷åííûìè, è êàæ-
äîãî ñèìâîëà b 2 § ðàññìîòðèì f¨(p; b);¨(q; b)g. Åñëè ¨(p; b) 6= ¨(q; b)
è f¨(p; b);¨(q; b)g ïîìå÷åíà íà ïðåäûäóùåì øàãå, òî è fp; qg ¹ òîæå
ïîìå÷åííàÿ ïàðà.
Ïîâòîðÿåì âòîðîé øàã äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïåðåáåðåì âñå ïîìå÷èâàå-
ìûå ïàðû.
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Ïîëó÷èì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè p » q, åñëè fp; qg ¹ íåïîìå÷åí-
íàÿ ïàðà. Ðàññìîòðèì §0 = §= », F 0 = F= », ¨0([p]; a) = [¨(p; a)].
Òåîðåìà 6. Äëÿ ðåãóëÿðíîãî ÿçûêà L, âíóòðåííèé è ìèíèìàëüíûé àâ-
òîìàòû èçîìîðôíû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M = (§; Q; s0;¨; F ) ¹ ìèíèìàëüíûé àâòîìàò,
ïîëó÷åííûé ìåòîäîì ïîìåòîê, à Mi = (§; Qi; [1];¨i; Fi) ¹ âíóòðåííèé
àâòîìàò. Îïðåäåëèì f : Q! Qi ïî ïðàâèëó
f([x]) = fw 2 §¤j¨(s0; w) 2 [x]g:
Òîãäà
f([x]) = fw 2 §¤j¨(s0; w) = y; y 2 [x]g:
Ïóñòü [x] = [y], òîãäà ¨(x; u) 2 F , ¨(y; u) 2 F äëÿ u; v 2 §¤. Ïóñòü
f([x]) = [w], à f([y]) = ([w0]).
Òîãäà wu 2 L , w0u 2 L (= Fi). Ñëåäîâàòåëüíî, [w] = [w0], è f
êîððåêòíî îïðåäåëåíà. Ïóñòü íàîáîðîò, f([x]) = f([y]), òîãäà wu 2 L ,
w0u 2 L (= Fi), ãäå ¨(s0; w) = x è ¨(s0; w0) = y. Òî åñòü, ¨(x; u) 2 F
, ¨(y; u) 2 F è [x] = [y]. Èòàê, f êîððåêòíî îïðåäåëåíà è âçàèìíî-
îäíîçíà÷íà.
Ïîêàæåì íàêîíåö, ÷òî f(¨0([x]; a)) = ¨i(f([x]); a),
¨0([x]; a) = [¨(x; a)];
è
¨i(f([x]); a) = f([x])a:
Ïóñòü w 2 f([x]), òîãäà ¨(s0; w) = x äëÿ x 2 [x]. Ïóñòü
¨(x; a) = y 2 [¨(x; a)] = ¨0([x]; a)
è [y] = ¨0([x]; a). Òàê êàê ¨(s0; wa) = y, f([y])i = [wa]i = [w]ia = f([x])a =
[¨i(f([x]); a)] è, ñëåäîâàòåëüíî, f(¨0([x]; a)) = ¨i(f([x]); a).
Îïðåäåëåíèå 15. Ìîíîèä ïåðåñòàíîâîê äåòåðìèíèðîâàííîãî àâòî-
ìàòàM(L) = (§; Q; s0;¨; F ) ¹ îáðàç ãîìîìîðôèçìà Á : §¤ ! TM , ãäå TM
¹ ïîäìîíîèä âñåõ îòîáððàæåíèé Q ! Q. Ïîëîæèì 8a 2 §, Á(a) = a,
a(si) = sj, åñëè ¨(a; si) = sj. Äàëåå, 8a; b 2 §, ab = ab.
Ïðèìåð:
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2.3. Ìèíèìàëüíûå äåòåðìèíèðîâàííûå àâòîìàòû è ñèíòàêñè÷åñêèå ìîíîèäû17
GFED@ABC s1
b
ÃÃA
AA
AA
AA
A
a
²²
// GFED@ABC s0
a
>>}}}}}}}}
b
ÃÃA
AA
AA
AA
A
GFED@ABC?>=<89:; s3 arr
bxxGFED@ABC s2
a
>>}}}}}}}}
b
LL
Òîãäà a =
µ
s0 s1 s2 s3
s1 s2 s3 s3
¶
, b =
µ
s0 s1 s2 s3
s2 s3 s2 s3
¶
.
Òåîðåìà 7. Ïóñòü M(§; Q; s0;¨; F ) ¹ ìèíèìàëüíûé äåòåðìèíèðîâàí-
íûé àâòîìàò, à TM ¹ ìîíîèä ïåðåñòàíîâîê M , òîãäà TM êîíå÷åí.
Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäûé ïðåäñòàâèòåëü TM ¹ îòîáðàæåíèå èç Q â Q.
Åñëè Q ñîñòîèò èç n ýëåìåíòîâ, òî ñóùåñòâóåò íå áîëåå nn ðàçëè÷íûõ
ôóíêöèé èç Q â Q. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîðÿäîê M íå áîëüøå nn.
Òåîðåìà 8. Ñèíòàêñè÷åñêèé ìîíîèä ðåãóëÿðíîãî ÿçûêà L èçîìîðôåí
ìîíîèäó ïåðåñòàíîâîê ìèíèìàëüíîãî äåòåðìèíèðîâàííîãî àâòîìàòàM ,
ïðèíèìàþùåãî L.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ñèíòàêñè÷åñêîãî ìîíîèäà, îí ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ìîíîèä ïåðåñòàíîâîê âíóòðåííåãî ìèíèìàëüíîãî äåòåð-
ìèíèðîâàííîãî àâòîìàòà. Òàê êàê âñå ìèíèìàëüíûå ààâòîìàòû, ïðèíè-
ìàþùèå îäèí è òîò æå ÿçûê, èçîìîðôíû, ñèíòàêñè÷åñêèé ìîíîèä èçî-
ìîðôåí ìîíîèäó ïåðåñòàíîâîê ìèíèìàëüíîãî àâòîìàòà.
Çàäà÷è
1. Íàéòè ìèíèìàëüíûé àâòîìàò, ïðèíèìàþùèé òîò æå ÿçûê, ÷òî è
äàííûé.
a)
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b)
c)
d)
2. Ïîñòðîèòü ìèíèìàëüíûé àâòîìàò, ïðèíèìàþùèé ÿçûê
a) aa¤(b _ c);
b) a(b _ c)¤bb¤;
c) (abc)¤(b _ c);
d) (a _ bc)c(ab)¤.
3. Íàéòè ñèíòàêñè÷åñêèé ìîíîèä ÿçûêà, ïðèíèìàåìîãî àâòîìàòîì
a)
b)
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c)
d)
2.4 Ëåììà î íàêà÷êå
Ëåììà 1. (Ëåììà î íàêà÷êå) Ïóñòü L ¹ áåñêîíå÷íûé ðåãóëÿðíûé ÿçûê.
Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîñòàíòà n, ÷òî äëÿ z 2 L, jzj > n íàéäóòñÿ
òàêèå u; v; w 2 §¤, v 6= ¸, ÷òî z = uvw è uvkw 2 L äë ÿâñåõ k ¸ 0.
Ïðè ýòîì äëèíà ñòðîêè uw íå áîëüøå n. Äàëåå, åñëè M ¹ àâòîìàò,
ïðèíèìàþùèé ÿçûê L è M èìååò q ñîñòîÿíèé, òî n < q. Êðîìå òîãî,
ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî z = uvw, ãäå äëèíà uv íå áîëüøå q.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L ïðèíèìàåì àâòîìàòîì M = (§; Q; s0;¨; F ).
Ïóñòü ¨(si; ai) = si+1 äëÿ i = 1; : : : ; t; îáîçíà÷èì ýòî ÷åðåç
(s1; a1a2a3 ¢ ¢ ¢ at) ` (st+1; ¸):
L ñîäåðæèò ñëîâî äëèíû m, ãäå m > q, ïóñòü w = a1a2a3 ¢ ¢ ¢ am. Çà-
ìåòèì, ÷òî åñëè (s1; a1a2a3 ¢ ¢ ¢ am) ` (sm; ¸), òî sm ¹ ïðèíèìàþùåå ñî-
ñòîÿíèå. Òàê êàê m > q, â ïðîöåññå ÷òåíèÿ w, M äâàæäû ïðîõîäèò
îäíî è òî æå ñîñòîÿíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, (s1; a1a2a3 ¢ ¢ ¢ aj¡1) ` (sk; ¸) è
(s1; a1a2a3 ¢ ¢ ¢ ak¡1) ` (sk; ¸) äëÿ íåêîòîðîãî j < k è îäíîâðåìåííî
(sj; ajaj+1 ¢ ¢ ¢ am) ` (sm; ¸)è(sj; akak+1 ¢ ¢ ¢ am) ` (sm; ¸):
Ñëåäîâàòåëüíî
(s1; a1a2a3 ¢ ¢ ¢ am) ` (sm; ¸)è(s1; a1a2 ¢ ¢ ¢ aj¡1akak+1 ¢ ¢ ¢ am) ` (sm; ¸):
Â òî æå âðåìÿ, (sj; ajaj+1 ¢ ¢ ¢ ak¡1) ` sj, òî åñòü ñóùåñòâóåò ajaj+1 ¢ ¢ ¢ ak¡1-
ïåòëÿ â M è, ñëåäîâàòåëüíî,
(s1; a1a2 ¢ ¢ ¢ aj¡1(ajaj+1 ¢ ¢ ¢ ak¡1)nakak+1 ¢ ¢ ¢ am) ` (sm; ¸):
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Ïîëîæèì u = a1a2 ¢ ¢ ¢ aj¡1, v = ajaj+1 ¢ ¢ ¢ ak¡1, è w = akak+1 ¢ ¢ ¢ am. Òîãäà
uvnw 2 L äëÿ âñåõ n 2 N.
Òàê êàê juwj < juvwj = m, åñëè juwj > q, ìû ìîæåì ïîâòîðÿòü ýòîò
ïðîöåññ äëÿ uv ïîêà u(v)nw 2 L äëÿ âñåõ n 2 N, ãäå juwj < q. Ïóñòü v ¹
ïåðâûé öèêë â ñëîâå z. Òîãäà äëèíà uv íå áîëüøå q.
Òåîðåìà 9. ßçûê L = fanbnjN ¸ 1g íåðåãóëÿðåí.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L = fanbnjN ¸ 1g ðåãóëÿðåí. Òàê êàê L áåñ-
êîíå÷åí, ñóùåñòâóþò òàêèå ñòðîêè u; v; w 2 §¤, v 6= ¸, ÷òî u(v)¤w µ L.
Ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå ÷àñòíûå ñëó÷àè.
1) Ïóñòü u = am¡k, v = ak, w = bm. Òîãäà am¡ka2kbm = am+kbm 2 L,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ L.
2) Ïóñòü u = am, v = bk, w = bm¡k. Àíàëîãè÷íî 1) ïîëó÷èì ïðîòèâî-
ðå÷èå îïðåäåëåíèþ L.
3) Ïóñòü u = am¡k, v = akbr, w = bm¡r. Òîãäà am¡kakbrakbrbm¡r 2 L,
îïÿòü ïðîòèâîðå÷èå îïðåäåëåíèþ L.
Ñëåäîâàòåëüíî, L íåðåãóëÿðåí.
Çàäà÷è
1. Âûÿñíèòü, êîòîðûå èç ïðèâåäåííûõ ìíîæåñòâ ðåãóëÿðíû.
a) fanb2nanjn ¸ 1g;
b) f(ab)njn ¸ 1g;
c) fanbnanjn ¸ 1g;
d) fanbmjm;n ¸ 1g;
e) fwwjw 2 §¤ è j§j = 2g;
f) fa2njn ¸ 1g;
g) fw 2 fa; bg¤jw ñîäåðæèò îäíî è òî æå êîëè÷åñòâî a è b g;
h) fw 2 fa; bg¤jw ñîäåðæèò ðîâíî ÷åòûðå b g;
i) fwwRjw 2 fa; bg¤ äëèíà w íå áîëüøå òðåõ g;
j) fwwRjw 2 fa; bg¤g.
2.5 Àëãîðèòìû ñðàâíåíèÿ ÿçûêîâ è àâòîìà-
òîâ
Òåîðåìà 10. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, âûÿâëÿþùèé ïóñòîòó ÿçûêàM(L),
ïðèíèìàåìîãî äàííûì àâòîìàòîì M .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M èìååò n ñîñòîÿíèé. Òîãäà M(L) ïóñò , s0
íå êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå è íå ñóùåñòâóåò ñòðîêè äëèíû íå áîëüøå n, ïðè-
íèìàåìîé M , ïîñêîëüêó êðàò÷àéøàÿ èç âîçìîæíûõ ñòðîê íå ïðîõîäèò
äâàæäû ÷åðåç îäíî è òî æå ñîñòîÿíèå. Òàê êàê òàêèõ ñòðîê êîíå÷íîå
÷èñëî, èõ âñå ìîæíî ïåðåáðàòü.
Òåîðåìà 11. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, îòâå÷àþùèé íà âîïðîñ î ñîâïà-
äåíèè ÿçûêîâ äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ àâòîìàòîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü àâòîìàòû M1 è M2 ïðèíèìàþò ÿçûêè M1(L)
è M2(L), ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà îïðåäåëåíû ààâòîìàòû, ïðèíèìàþùèå
ÿçûêè M1(L)
T
M2(L), è M1(L)
S
M2(L). Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïîñòðî-
èòü àâòîìàò äëÿ ÿçûêà (M1(L)
T
M2(L))
S
(M2(L)
T
M1(L)), ¹ ñèììåòðè-
÷åñêóþ ðàçíîñòü ÿçûêîâM1(L) èM2(L). Ýòî ìíîæåñòâî ïóñòî,M1(L) =
M2(L). Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðåäûäóùóþ òåîðåìó äëÿ
îòâåòà íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ.
Òåîðåìà 12. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ñðàâíåíèÿ äâóõ ðåãóëÿðíûõ ÿçû-
êîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàíû ÿçûêè L1 è L2. Ïîñòðîèì òàêèå àâòîìàòû
M1 è M2, ÷òî L1 = M1(L) è L2 = M2(L). Äàëåå ïðèìåíèì ïðåäûäóùóþ
òåîðåìó.
Ëåììà 2. Ïóñòü M ñîäåðæèò n ñîñòîÿíèé. ßçûê L, ñîîòâåòñòâó-
þùèé M áåñêîíå÷åí , ñóùåñòâóåò òàêîå ñëîâî â L, ÷òî åãî äëèíà
áîëüøå n íî ìåíüøå 2n.
Äîêàçàòåëüñòâî. ) Ïóñòü L áåñêîíå÷åí. Ïî ëåììå î íàêà÷êå, ñóùåñòâó-
åò íàáîð u; v; w 2 §¤, uvmw 2 L äëÿ âñåõ m 2 N, êðîìå òîãî juwj · n.
Òàêæå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî jvj < n. Òàê êàê v 6= ¸, ñóùåñòâóåò m0 2 N,
n < juvm0wj = juwj+mjvj < 2n.
Òåîðåìà 13. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, îïðåäåëÿþùèé êîíå÷íîñòü ÿçûêà
M(L).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M èìååò n ñîñòîÿíèé. Òîãäà M(L) áåñêîíå÷åí
, M ïðèíèìàåò ñòðîêó s n · jsj · 2n. Òàê êàê òàêèõ ñëîâ êîíå÷íîå
÷èñëî, ïðîñòûì ïåðåáîðîì ìîæíî îòâåòèòü íà çàäàííûé â ôîðìóëèðîâêå
óòâåðæäåíèÿ âîïðîñ.
Òåîðåìà 14. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, îïðåäåëÿþùèé êîíå÷íîñòü ÿçûêà
M(L).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â ïðåäûäóùåé òåîðåìå ðàññìîòðèì âñå ñëîâà s
äëèíû n · jsj · 2n. Åñëè íè îäíî òàêîå ñëîâî íå äîïóñòèìî, àâòîìàò
êîíå÷åí.
Òåîðåìà 15. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé îïðåäåëèòü, âåðíî
ëè ÷òî L1 µ L2.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïîñòðîèì àâòîìàò äëÿ L1
T
§¤ n L2. ßçûê
L1
T
§¤ n L2 ïóñò , L1 µ L2.
Çàäà÷è
1. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ïðîâåðêè òîæäåñòâà M(L) =
§¤.
2. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ïðîâåðêè òîãî, ñîäåðæèò ëè
M(L) ñëîâà, âêëþ÷àþùèå äàííóþ áóêâó àëôàâèòà §.
3. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ïðîâåðêè òîãî, ñîäåðæèò ëè
M(L) ñëîâà, âêëþ÷àþùèå âñå áóêâû àëôàâèòà §.
4. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ïðîâåðêè òîãî, ñîäåðæèò ëè
M(L) ñëîâà, íà÷èíàþùèåñÿ ñ äàííîé áóêâû àëôàâèòà §.
5. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ïðîâåðêè òîãî, ñîäåðæèò ëè
M(L) ñëîâà ÷åòíîé äëèíû.
6. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ïðîâåðêè òîãî, ñîäåðæèò ëè
M(L) ñëîâà äëèíû mk, äëÿ ôèêñèðîâàííîãî m 2 N.
2.6 Àâòîìàòû Ìèëè è Ìóðà
Îïðåäåëåíèå 16. Àâòîìàò Ìóðà ¹ íàáîð (§; A; S; s0;¨; Á).
S ¹ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé, ñîäåðæàùåå íà÷àëüíîå ñîñòî-
ÿíèå s0.
§ ¹ àëôàâèò ââîäà.
A ¹ àëôàâèò âûâîäà.
¨ : S £ §! S ¹ ôóíêöèÿ ïåðåõîäà.
Á : S ! A ¹ ôóíêöèÿ âûâîäà.
Ïðè îáðàáîòêå ñëîâà w 2 §¤ ñíà÷àëà äåéñòâóåò Á, ïîòîì ¨.
Ïðèìåð:
§ = fa; bg, A = f0; 1g, S = fs0; s1; s2g, Á(s0) = 1, Á(s1) = Á(s2) = 0. ¨
çàäàíà ïî àâòîìàòó //WVUTPQRS s0=1 b ,,
a
¼¼ WVUTPQRS s1=0
a
ll
b ,,WVUTPQRS s2=0 att
b
gg
.
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2.6. Àâòîìàòû Ìèëè è Ìóðà
Ââåäÿ ñëîâî aba íà âûõîäå ïîëó÷èì 1101.
Îïðåäåëåíèå 17. Àâòîìàò Ìèëè ¹ íàáîð (§; A; S; s0;¨; ±).
S ¹ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé, ñîäåðæàùåå íà÷àëüíîå ñîñòî-
ÿíèå s0.
§ ¹ àëôàâèò ââîäà.
A ¹ àëôàâèò âûâîäà.
¨ : S £ §! S ¹ ôóíêöèÿ ïåðåõîäà.
± : S £ §! A ¹ ôóíêöèÿ âûâîäà.
Ïðèìåð:
Ïóñòü S = fs0; s1; s2g, A = f0; 1g, § = fa; bg, ± è ¨ îïðåäåëåíû ïî
àâòîìàòó
//?>=<89:; s0
a=1
''
b=0
»»
?>=<89:; s1b=0kk
a=1
kk?>=<89:; s2
a=0
QQ
b=0
77
Ââîä aaabb äàåò âûâîä 11000.
Îïðåäåëåíèå 18. Ñòðîêà âûâîäà àâòîìàòà Ìèëè ýêâèâàëåíòíà ñòðî-
êå âûâîäà àâòîìàòà Ìóðà åñëè îíà ðàâíà ïîäñòðîêå àâòîìàòà Ìóðà áåç
ïåðâîãî ñèìâîëà. Òî åñòü, ïðè âûâîäå àâòîìàòîì Ìóðà 010010101, åãî
ýêâèâàëåíò â àâòîìàòå Ìèëè ¹ 10010101.
Ïîñòðîèì àâòîìàò Ìèëè ñ âûâîäîì, ýêâèâàëåíòíûì äàííîìó àâòîìà-
òó Ìóðà. Äëÿ ýòîãî ïðåîáðàçóåì //_^]\XYZ[s0=a0 b ,,_^]\XYZ[s1=a1 â //?>=<89:; s0 b=a1 ))?>=<89:; s1 .
Àíàëîãè÷íî WVUTPQRS si=ai b 22_^]\XYZ[sj=aj â 76540123 si b=aj 55 76540123 sj .
Çàìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî ñîñòîÿíèé ïðè ýòîì íå ìåíÿåòñÿ.
Ïîñòðîåíèå àâòîìàòà Ìóðà, ýêâèâàëåíòíîãî äàííîìó àâòîìàòó Ìèëè
ïîäðàçóìåâàåò, âîîáùå ãîâîðÿ, ââåäåíèå íîâûõ ñîñòîÿíèé.
Íàïðèìåð,
a=x
'' '&%$Ã!"# s c=z %%
b=y
66 ïåðåéäåò â
a ,, WVUTPQRS sx=x c=z ''
b
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WVUTPQRS sy=y
c=z
GG
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Çàäà÷è
1. Äëÿ àâòîìàòà Ìóðà íàéòè ýêâèâàëåíòíûé àâòîìàò Ìèëè.
a)
b)
c)
2. Äëÿ àâòîìàòà Ìèëè ïîñòðîèòü ýêâèâàëåíòíûé àâòîìàò Ìóðà.
a)
b)
21
c)
d)
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Ãëàâà 3
Ãðàììàòèêè
3.1 Ôîðìàëüíûå ãðàììàòèêè
Îïðåäåëåíèå 19. Ôîðìàëüíàÿ ãðàììàòèêà ¡ ¹ íàáîð (N;§; S; P ).
* § ¹ íàáîð (àëôàâèò) òåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ
* N ¹ íàáîð (àëôàâèò) íåòåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ
* P ¹ íàáîð ïðàâèë âèäà: ¾ëåâàÿ ÷àñòü¿ ! ¾ïðàâàÿ ÷àñòü¿, ãäå:
± ¾ëåâàÿ ÷àñòü¿ ¹ íåïóñòàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òåðìèíàëîâ è íåòåð-
ìèíàëîâ, ñîäåðæàùàÿ õîòÿ áû îäèí íåòåðìèíàë
± ¾ïðàâàÿ ÷àñòü¿ ¹ ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òåðìèíàëîâ è íåòåð-
ìèíàëîâ
* S ¹ ñòàðòîâûé (íà÷àëüíûé) ñèìâîë èç íàáîðà íåòåðìèíàëîâ.
Îïðåäåëåíèå 20. Ïóñòü W è W 0 ¹ ýëåìåíòû (N
S
§)¤ è v ! v0 ¹
ïðàâèëî P , òîãäà W = uvw, W 0 = uv0w, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç W ) W .
Ïóñòü
W1 ) W2 ) W3 ) ¢ ¢ ¢ ) Wn;
äëÿ n 2 N, òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî Wn âûâîäèòñÿ èç W1. Îáîçíà÷èì ýòî
÷åðåç W1 )n Wn è íàçîâåì âûâîäîì. Íàáîð âñåõ ñòðîê èç ýëåìåíòîâ
§, ïîðîæäåííûõ ïðàâèëàìè P , íàçûâàåòñÿ ÿçûêîì, ïîðîæäåííûì
ãðàììàòèêîé ¡, è îáîçíà÷àåòñÿ ¡(L).
Îïðåäåëåíèå 21. Êàæäîìó ïðàâèëó P ! w1w2 : : : wn ñîîòâåòñòâóåò
äåðåâî P
{{
{{
{{
{{
RRR
RRR
RRR
RRR
RRR
R
w1 w2 : : : wn:
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Ïðèìåð 1. S ! A+B S
~~
~~
~~
~
AA
AA
AA
AA
A + B:
Îïðåäåëåíèå 22. Åñëè äåðåâüÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðàâèëàì âûâîäà
íåêîòîðîé ñòðîêè, ñâÿçíû, òî îíè îáðàçóþò äåðåâî ñ êîðíåì S, íà-
çûâàåìîå äåðåâîì ðàçáîðà (parse tree, derivation tree). Åñëè â âûâîäå
âñòðå÷àåòñÿ ïðàâèëî A ! B òî â äåðåâå ðàçáîðà åñòü ðåáðî, ñîåäèíÿ-
þùåå A ñ B. Ñèìâîëû A è B íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè, ïðè ýòîì B ¹
ïîòîìîê A. Òåðìèíàëû íå èìåþò ïîòîìêîâ, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿþòñÿ
ëèñòüÿìè äåðåâà.
Îïðåäåëåíèå 23. Êîíòåêñòíî-ñâîáîäíàÿ ãðàììàòèêà ¹ ãðàììà-
òèêà, â êîòîðîé âñå ïðàâèëà P èìåþò âèä A! W , ãäå A 2 N .
Êîíòåñòíî-çàâèñèìàÿ ãðàììàòèêà ¹ ãðàììàòèêà, â êîòîðîé âñòðå-
÷àþòñÿ ïðàâèëà âèäà aAb! W , ãäå A 2 N , ab 6= ¸.
Îïðåäåëåíèå 24. Ðåãóëÿðíàÿ ãðàììàòèêà ¹ òàêàÿ êîíòåêñòíî-
ñâîáîäíàÿ ãðàììàòèêà ¡ = (N;§; S; P ), ÷òî 8p 2 P p = n ! w, ãäå
w ¹ ëèáî ïóñòîå ñëîâî ¸, ëèáî ñòðîêà w ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîãî
íåòåðìèíàëà, ÿâëÿþùåãîñÿ ïð è ýòîì ïîñëåäíèì ñèìâîëîì w.
Îïðåäåëåíèå 25. Ëèíåéíàÿ ðåãóëÿðíàÿ ãðàììàòèêà ¹ òàêàÿ êîíòåêñòíî-
ñâîáîäíàÿ ãðàììàòèêà ¡ = (N;§; S; P ), ÷òî 8p 2 P p = n ! w, ãäå w
åñòü ëèáî xY , ëèáî x, ëèáî ¸, ãäå x 2 §, Y 2 N .
Òåîðåìà 16. ßçûê ïîðîæäåí ëèíåéíîé ðåãóëÿðíîé ãðàììàòèêîé òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ïîðîæäåí ðåãóëÿðíîé ãðàììàòèêîé.
Äîêàçàòåëüñòâî. ()) ¹ Î÷åâèäíî.
((): 1. Ðàññìîòðèì íîâûå ïðàâèëà âûâîäà äëÿ p = A! a1a2 ¢ ¢ ¢ anB,
p1 = A! a1A1, : : : ; pn = A! anAn. Ïîëó÷èì íîâûé ÿçûê L0.
2. ßñíî, ÷òî L0 µ L. L µ L0 ïî ïîñòðîåíèþ.
Òåîðåìà 17. ßçûê ðåãóëÿðåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ïîðîæäåí
ðåãóëÿðíîé ãðàììàòèêîé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì àâòîìàò, ñîîòâåòñòâóþùèé ÿçûêó, ïîðîæ-
äåííîìó ðåãóëÿðíîé ãðàììàòèêîé è íàîáîðîò, ïî àâòîìàòó ïîñòðîèì ðå-
ãóëÿðíóþ ãðàììàòèêó.
Âòîðàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ êîíñòðóêòèâíî. Ïóñòü äîïóñòèìîå ñëîâî ¹
aabc, òîãäà ðàññìîòðèì § = s0; s1; s2; s3; s4, N = a; b; c, S = s0 è ïðàâèëà
s0 ! as1, s1 ! as2, s2 ! bs3, s3 ! cs4, s4 ! ¸. Òîãäà ïðàâèëî s4 ! ¸
ïðèìåíÿåòñ òîëüêî äëÿ òåðìèíàëà s4.
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Îïðåäåëåíèå 26. ¡M = (N; T; S; P ) ¹ ãðàììàòèêà, àññîöèèðîâàí-
íàÿ ñ àâòîìàòîì M = (§; Q; s0; T; F ). Äëÿ íåå N = Q, s0 = S. Ïðàâèëî
si ! asj ïðèíàäëåæèò P òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F (a; si) = sj, à
sj ! ¸ ¹ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà sj ¹ êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå.
Ëåììà 3. ßçûê L1, ïðèíèìàåìûé M , ñîâïàäàåò ñ ÿçûêîì L2, ïîðîæ-
äåííûì ¡M .
Îáðàòíàÿ ïðîöåäóðà. Ïóñòü äàíà ðåãóëÿðíàÿ ãðàììàòèêà ¡ = (N; T; S; P )
â ëèíåéíîé ôîðìå. Îïðåäåëèì íåäåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò M¡, ïðè-
íèìàþùèé ýòó ëèíåéíóþ ãðàììàòèêó. Èòàê, M¡ = (§; Q; s0;¨; F ), ãäå
§ = T N ¹ ìíîæåñòâî íåòåðìèíàëîâ âìåñòå ñ äîïîëíèòåëüíûì íåòåð-
ìèíàëîì t, s0 = S. Ìíîæåñòâî ¨ îïðåäåëåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: B 2
¨(a;A) åñëè A! aB 2 P ; t 2 ¨(a;A), åñëè A! a 2 P . Ñîñòîÿíèå B 2 T
åñëè B ! ¸ 2 P èëè B = t.
Ëåììà 4. ßçûê L1, ïðèíèìàåìûé M¡, ñîâïàäàåò ñ ÿçûêîì L2, ïîðîæ-
äåííûì ¡.
Çàäà÷è
1. Íàéòè ÿçûê, ïîðîæäåííûé ãðàììàòèêîé ¡ = (N; T; S; P ), ãäå
a) N = fS;A;Bg, T = fa; bg, à ìíîæåñòâî ïðàâèë P ñîñòîèò èç
S ! AB; A! aA; A! ¸; B ! Bb; B ! ¸:
b) N = fS;A;Bg, T = fa; bg, ìíîæåñòâî ïðàâèë P ñîñòîèò èç
S ! aB; B ! bA; A! aB; B ! b:
c) N = fS;A;Bg, T = fa; bg, ìíîæåñòâî ïðàâèë P ñîñòîèò èç
S ! aA; B ! aA; S ! bB; A! aB;
B ! bB; A! bA; B ! b; A! a:
d)N = fS;A;B;Cg, T = fa; bg, ìíîæåñòâî ïðàâèë P ñîñòîèò èç
S ! C; A! aB; C ! bC; B ! bB;
C ! aA; B ! aA; A! bA; B ! ¸:
2. Íàéòè ãðàììàòèêó, ïîðîæäàþùóþ ÿçûê
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a) wwr, ãäå w ¹ ñòðîêà èç a è b, à wr ¹ ñòðîêà, çàïèñàííàÿ â îáðàòíîì
ïîðÿäêå. Íàïðèìåð, abba, abaaba, abbbba 2 wwr.
b) wcwr, ãäå w 2 a; b¤, à wr ¹ ñòðîêà, çàïèñàííàÿ â îáðàòíîì ïîðÿäêå.
c) L = fwjw 2 fa; bg¤; w = wrg.
d) aa¤bb¤.
e) (abc)¤.
f) (ab)¤ _ (ac)¤.
g) ac(bc)¤d.
h) (a¤ba¤ba¤b)¤.
i) (a¤b) _ (b¤a)¤.
j) (a¤b) _ (c¤b) _ (ac)¤.
3. Ïîñòðîèòü àâòîìàò, ïðèíèìàþùèé ÿçûê, ïîðîæäåííûé ãðàììàòè-
êîé ¡ = (N; T; S; P ).
a) N = fS;A;Bg, T = fa; bg, P ñîñòîèò èç
S ! aB; B ! bA; A! aB; B ! b:
b) N = fS;A;Bg, T = fa; bg, P ñîñòîèò èç
S ! aA; B ! aA; S ! bB; A! aB;
B ! bB; A! bA; B ! b; A! a:
c) N = fS;A;B;Cg, T = fa; bg, P ñîñòîèò èç
S ! C; A! aB; C ! bC; B ! bB;
C ! aA; B ! aA; A! bA; B ! ¸:
d) N = fS;A;B;Cg, T = fa; bg, P ñîñòîèò èç
S ! C; C ! b; C ! aA; A! aA;
C ! aC; A! a; C ! a; A! ¸:
e) N = fS;A;B;Cg, T = fa; bg, P ñîñòîèò èç
S ! C; C ! aaC; C ! abC;
C ! baC; C ! bbC; C ! ¸:
f) N = fS;A;B;Cg, T = fa; bg, P ñîñòîèò èç
S ! C; B ! aB; C ! bC; B ! bB; C ! aA;
B ! a; A! bC; B ! b; A! aB:
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4. Íàéòè ãðàììàòèêó, ïîðîæäàþùóþ ÿçûê, ïðèíèìàåìûé àâòîìàòîì
a)
b)
c)
d)
e)
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3.2 Íîðìàëüíûå ôîðìû Õîìñêîãî è Ãðåéáà-
õà
Îïðåäåëåíèå 27. Êîíòåêñòíî-ñâîáîäíàÿ ãðàììàòèêà ïðåäñòàâëåíà â
íîðìàëüíîé ôîðìå Õîìñêîãî (Chomsky normal form), åñëè 8p 2 P
ëèáî p = A! BC ëèáî p = A! a, ãäå A;B;C 2 N , a 2 T .
Îïðåäåëåíèå 28. Êîíòåêñòíî-ñâîáîäíàÿ ãðàììàòèêà ïðåäñòàâëåíà â
íîðìàëüíîé ôîðìå Ãðåéáàõà (Greibach normal form) åñëè 8p 2 P p =
A! aW , ãäå a 2 T , à W ¹ ñòðîêà (ìîæåò ïóñòàÿ) èç íåòåðìèíàëîâ.
Ëåììà 5. Ïóñòü ¡ = (N; T; S; P ) ¹ ãðàììàòèêà, è UV )¤ W (U; V;W 2
(N
S
T )¤) ¹ âûâîä äëèíû n. Òîãäà ñòðîêà W ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-
ëåíà â âèäå W1W2, ãäå U )¤ W1, V )¤ W2 ¹ âûâîäû â ¡, íå äëèííåå n
øàãîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêèè. Èíäóêöèÿ ïî êîëè÷åñòâó
ïðèìåíåíèé ïðàâèë P .
Îïðåäåëåíèå 29. Ëåâûé âûâîä ñëîâà w â ÿçûêå, ïîðîæäåííîì ¡ ¹
âûâîä, ïîðîæäåííûé çàìåíîé êðàéíåãî ëåâîãî íåòåðìèíàëà ïðàâèëîì èç
P íà êàæäîì øàãå âûâîäà
Ëåììà 6. Ïóñòü w 2 L(¡), ãäå L(¡) ¹ ÿçûê, ïîðîæäåííûé ãðàììàòè-
êîé ¡ = (N; T; S; P ). Òîãäà ñóùåñòâóåò ëåâûé âûâîä w.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî ÷èñëó ïðèìåíåíèé ïðàâèë âûâîäû èç P .
n = 1, ïðàâèëî èìååò âèä S ) w, è, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ëåâûì. Ïóñòü
n = k > 1, è S ) w, ïóñòü S ) UV , ãäå U; V 2 (N ST )¤. Ïî ëåììå
5 ñóùåñòâóþò âûâîäû U )¤ w1, V )¤ w2, ãäå w = w1w2. Òàê êàê îáà
ýòèõ âûâîäà äëèíû íå áîëüøå k, ñóùåñòâóþò ëåâûå âûâîäû U )¤ w1,
V )¤ w2. Ñëåäîâàòåëüíî, S ) UV )¤ w1V )¤ w1w2 ¹ ëåâûé âûâîä
w.
Ëåììà 7. Ïóñòü ¡ òàêàÿ ãðàììàòèêà, ÷òî L(¡) íå ñîäåðæèò ïóñòîãî
ñëîâà. Ïîñòðîèì ãðàììàòèêó ¡0 íà÷èíàÿ ñ ïðàâèë èç ¡ è
(i) óäàëèâ ¸-ïðàâèëà;
(ii) äëÿ êàæäîãî ïðàâèëà p = A! w 2 P , ãäå w = w1X1w2X2 : : : wnXn
è íèëüïîòåíòîâ X1; X2; : : : ; Xn â w, ïîëîæèì P = 2f1;:::;ng. Òåïåðü äëÿ
p 2 P îïðåäåëèì ïðàâèëî A! wp, ãäå wp ¹ ñòðîêà w áåç ýëåìåíòîâ Xi,
i 2 p. Xi ïîðîæäàþò ¸-ïðàâèëà.
Òîãäà L(¡0) = L(¡).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L ¹ ÿçûê ïîðîæäåííûé ¡ = (N; T; S; P ), è L0 ¹
¡0 = (N; T; S; P 0). ßçûê L0 µ L ïî ïîñòðîåíèþ ¡0.
Äîêàæåì, ÷òî L µ L0, ïóñòü w 2 L. Ïî èíäóêöèè ïî êîëè÷åñòâó øàãîâ
â âûâîäå ïîêàæåì, ÷òî åñëè S )¤ w, ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðàâèë P , òî S )¤
w ïî ïðàâèëàì P 0. Åñëè n = 1, òî S ) w ¹ ïðàâèëî èç P 0, òàê êàê w = ¸.
Ïóñòü n = k è S )¤ w ¹ âûâîä èç k øàãîâ. Ïóñòü S ) A1A2A3 : : : Am ¹
ïåðâûé âûâîä, â êîòîðîì Ai 2 N
S
T . Òîãäà S ) A1A2A3 : : : Am )¤ w ¹
âûâîä S )¤ w.
Ïî ëåììå 5 ñóùåñòâóþò âûâîäû Ai )¤ wi â ¡, äëÿ i = 1; : : : ;m, ãäå
w = w1w2 : : : wm, ïðè÷åì â êàæäîì âûâîäå ìåíüøå k øàãîâ. Ïî èíäóêöèè,
åñëè wi 6= ¸, ñóùåñòâóþò âûâîäû Ai )¤ wi â ¡0 äëÿ i = 1; : : : ;m (çàìåòèì,
÷òî åñëè Ai ¹ òåðìèíàë, òî Ai = wi è Ai )¤ wi ñîäåðæèò 0 øàãîâ).
Ïîëîæèì A0i = Ai åñëè wi 6= ¸, è A0i = ¸ åñëè wi = ¸. Òîãäà S )
A01A
0
2A
0
3 : : : Am ¹ âûâîä â ¡0 è S ) A01A02A03 : : : Am )¤ w1A02A03 : : : A0m )¤
w1w2A
0
3 : : : A
0
m )¤ : : :)¤ w1w2 : : : wm ¹ âûâîä â ¡0.
Îïðåäåëåíèå 30. Òðèâèàëüíîå ïðàâèëî ¹ ïðàâèëî âèäà A ! B,
A;B 2 N .
Ëåììà 8. Åñëè L(¡) ¹ ÿçûê, ïîðîæäåííûé ãðàììàòèêîé ¡ = (N; T; S; P ),
íå ñîäåðæèò ¸, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãðàììàòèêà ¡0 áåç ¸-ïðàâèë è
òðèâèàëüíûõ ïðàâèë, ÷òî L(¡0) = L(¡).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ñðàçó, ÷òî ¡ íå ñîäåðæèò ¸-ïðàâèë ïî
Ëåììå 7. Ïîñòðîèì ¡0 óäàëèâ âñå òðèâèàëüíûå ïðàâèëà è äëÿ A1 ! A2 !
A3 ! : : : ! Am )¤ B, ãäå Ai ! Ai+1 ¹ òðèâèàëüíûå ïðàâèëà è B ! w,
âêëþ÷èì A1 ! B.
Ïî ïîñòðîåíèþ L(¡0) µ L(¡).
Äîêàæåì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Ïóñòü S )¤ w ¹ âûâîä â ¡. Ïî èíäóê-
öèè ïî êîëè÷åñòâó ïðèìåíåíèÿ òðèâèàëüíûõ ïðàâèë â âûâîäå ïîêàæåì,
÷òî ñóùåñòâóåò âûâîä S )¤ w â ¡0. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè òðè-
âèàëüíûõ ïðàâèë ýòîò âûâîä ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåí è â ¡0. Ïóñòü â
âûâîäå èñïîëüçîâàíî k òðèâèàëüíûõ ïðàâèë. Äîïóñòèì, ÷òî âûâîä w ¹
ëåâûé. Ïóñòü S )¤ w èìååò âèä
S )¤ V1A1V2 ! w1A1V2 ! w1A2V2 ! w1A3V2 ! : : :! w1AmV2
)¤ w1w0V2
) w1w0w2;
ãäå A1 ! A2 ! A3 ! : : : ! Am ¹ ïîñëåäíÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
òðèâèàëüíûõ ïðàâèë â âûâîäå è Am ! w0. Òîãäà ñóùåñòâóþò âûâîäû
V 1)¤ w1, V2 )¤ w2 â ¡ è âûâîä
S )¤ V1A1V2 )¤ w1A1V2 ) w1w0V2 )¤ w1w0w2
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ñîäåðæèò ìåíüøå òðèâèàëüíûõ ïðàâèë, ïðè÷åì âñå ïðàâèëà ¹ ïðàâèëà
P
S
P 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ãèïîòåçå èíäóêöèè, îïðåäåëåí âûâîä S )¤ w
â ¡0.
Ëåììà 9. Åñëè ÿçûê L(¡), ïîðîæäåííûé ãðàììàòèêîé ¡ = (N; T; S; P ),
íå ñîäåðæèò ¸, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãðàììàòèêà ¡0 = (N; T; S; P 0), â
êîòîðîé êàæäîå ïðàâèëî èìååò âèä ëèáî A! A1A2A3 : : : Am äëÿ n ¸ 2,
ãäå A;A1; A2; A3 : : : ; Am 2 N , ëèáî A! a, ãäå A 2 N , a 2 T , ÷òî L(¡) =
L(¡0).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìû óæå óäàëèëè âñå ¸-ïðàâèëà è òðèâèàëüíûå
ïðàâèëà. Ñëåäîâàòåëüíî, îñòàâøèåñÿ ýëåìåíòû P èìåþò âèäA! A1A2A3 : : : Am,
ãäåm ¸ 2 èAi 2 N
S
T èëèA! a, ãäåA 2 N , a 2 T . ÅñëèA1; A2; A3; : : : ; Am 2
N , òî ïðàâèëî èìååò íóæíûé íàì âèä. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, òîãäà
äëÿ êàæäîãî ñèìâîëà Ai = ai, ai 2 T , ââåäåì íîâûé íåòåðìèíàë Xai . Çà-
ìåíèì ïðàâèëî A ! A1A2A3 : : : Am íà A ! A01A02A03 : : : A0m, ãäå A0i =
Ai, åñëè Ai 2 N , è Ai = Xai , åñëè Ai 2 T . Ñëåäîâàòåëüíî, ñòðîêó
V1a1V2a2V3a3 : : : VnanVn+1, ãäå Vi 2 N¤, è ai 2 T , çàìåíÿåì ñòðîêîé V1Xa1V2Xa2V3Xa3 : : : VnXanVn+1
è äîáàâëÿåì ïðàâèëà Xai ! ai äëÿ 1 · i · n. Ïóñòü ¡0 = (N; T; S; P 0) ¹
íîâàÿ ãðàììàòèêà. Äîêàæåì, ÷òî L(¡) = L(¡0). L(¡) µ L(¡0) ïîñêîëüêó
A) V1a1V2a2V3a3 : : : VnanVn+1
â ¡ ìîæíî çàìåíèòü íà
A) V1Xa1V2Xa2V3Xa3 : : : VnXanVn+1
) V1a1V2Xa2V3Xa3 : : : VnXanVn+1
) V1a1V2a2V3Xa3 : : : VnXanVn+1
: : :
) V1a1V2a2V3a3 : : : VnanVn+1
â ¡0.
Ïóñòü òåïåðü, ÷òî â âûâîäå S )¤ w1ww2, ãäå U )¤ w1, A )¤ w è
Vi ) vi ¹ ïðàâèëà ¡
S )¤ UAU ) UV1Xa1V2Xa2 : : : VnXanVn+1V
)¤ w1v1a1v2a2v3a3 : : : vnanvn+1w2 = w1ww2;
ãäå
A! V1Xa1V2Xa2 : : : VnXanVn+1
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ïðàâèëî ¡0, íî íå ¡, è âûâîä âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
S ) UAV
)¤ w1AV
) w1V1Xa1V2Xa2 : : : VnXanVn+1V
)¤ w1v1Xa1V2Xa2 : : : VnXanVn+1V
) w1v1a1V2Xa2 : : : VnXanVn+1V
)¤ w1v1a1v2Xa2 : : : VnXanVn+1V
) w1v1a1v2a2V3Xa3 : : : VnXanVn+1V
: : :
) w1v1a1v2a2v3a3 : : : vnanVn+1V
)¤ w1v1a1v2a2v3a3 : : : vnanvn+1V
)¤ w1ww2:
Çàìàíèì åãî íà
S )¤ UV1a1V2a2 : : : VnanVn+1V
)¤ w1V1a1V2a2 : : : VnanVn+1V
)¤ w1v1a1V2a2 : : : VnanVn+1V
: : :
)¤ w1v1a1v2a2 : : : anVn+1V
)¤ w1v1a1v2a2 : : : anvn+1V
)¤ w1v1a1v2a2 : : : anvn+1w2
)¤ w1ww2:
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëû âûâîä S )¤ w1ww2 â ¡. Ñëåäîâàòåëíî,
L(¡0) µ L(¡).
Ëåììà 10. (Íîðìàëüíàÿ ôîðìà Õîìñêîãî) Åñëè ÿçûê L(¡), ïîðîæäåí-
íûé ãðàììàòèêîé ¡ = (N; T; S; P ), íå ñîäåðæèò ¸, òî ñóùåñòâóåò
ãðàììàòèêà ¡0, â êîòîðîé êàæäîå ïðàâèëî èìååò âèä ëèáî
A! BC;
ëèáî
A! a;
ãäå A;B;C 2 N , a 2 T , è L(¡) = L(¡0).
31
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 9, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäîå ïðàâèëî ¡
èìååò âèä ëèáî A ! A1A2A3 : : : Am, A;A1; A2; A3; : : : ; Am 2 N ëèáî A !
a, A 2 N , a 2 T . Ïîñòðîèì ¡0 çàìåíèâ ïðàâèëà âèäà A! A1A2A3 : : : Am
íà ìíîæåñòâî ïðàâèë A ! A1X1, X1 ! A2X2, : : :, Xm¡2 ! Am¡1Am, ãäå
êàæäàÿ çàìåíà ïðàâèëà èñïîëüçóåò íîâîå ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ. Âûâîä
A) A1X2 ) A1A2X3 )¤ A1A2A3 : : : Am
â ¡0 âëå÷åò L(¡) µ L(¡0).
Åñëè âûâîä S )¤ w â ¡0 èñïîëüçóåò ïðàâèëà òîëüêî èç ¡, òî w 2 L(¡0).
Ïóñòü èñïîëüçóþòñÿ åùå è ïðàâèëà èç ¡0, è Wm ¹ ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà
â âûâîäå, ñîäåðæàùàÿ ñèìâîë íå èç ¡, òî åñòü Wm ) Wm+1 )¤ w, è
Wm ) Wm+1 èìååò âèä UXm¡2V ) UAm¡1AmV . Ñëåäîâàòåëüíî, âûâîä
èñïîëüçóåò ìíîæåñòâî ïðàâèë A ! A1X1, X1 ! A2X2, : : :, Xm¡2 !
Am¡1Am è ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
S )¤ UAV )¤ UA1X1V )¤
)¤ UA01X1V )¤ UA01A02X2V )¤
)¤ UA01A02X2V )¤ UA01A02A3X3V )¤
)¤ UA01A02A03X3V )¤
: : :
)¤ UA01 : : : Am¡2Xm¡2V )¤ UA01 ¢ ¢ ¢A0m¡2Xm¡2V )¤ w ) Wm+1;
ãäå U 0 = UA01A02A03 ¢ ¢ ¢A0m¡2 è Ai )¤ A0i ¹ âûâîä ¡. Åñëè âûâîä S )¤ w âñå
åùå íå âûâîä ¡, ñíîâà ðàññìîòðèì ïîñëåäíþþ ñòðîêó âûâîäà, ñîäåðæà-
ùóþ ñèìâîë èç ¡0n¡, è ïðîäîëæèì ýòîò ïðîöåññ äî òåõ ïîð ïîêà íå èñêëþ-
÷èì âñå ïîäîáíûå ïîäñòðîêè. Òàêèì îáðàçîì, w 2 ¡ è L(¡0) µ L(¡).
Îïðåäåëåíèå 31. Ïóñòü òåïåðü L(¡) ñîäåðæèò ¸. Äîáàâèì ê ¡0 äâà
íåòåðìèíàëà ¹ S 0 è Ã, ãäå S 0 ¹ íîâûé ñòàðòîâûé ñèìâîë è ïðàâèëà
S 0 ! SÃ è Ã ! ¸. Ïîëó÷åííàÿ ãðàììàòèêà íàçûâàåòñÿ ãðàììàòèêîé â
¸-äîïîëíåííîé ôîðìå Õîìñêîãî.
Òåîðåìà 18. Ïóñòü äàíà êîíòåêñòíî-ñâîáîäíàÿ ãðàììàòèêà ¡, ñîäåð-
æàùàÿ ¸, òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíàÿ ãðàììàòèêà
â ¸-äîïîëíåííîé ôîðìå Õîìñêîãî ¡0, ÷òî L(¡) = L(¡0).
Îïðåäåëåíèå 32. Óäàëåíèå ëåâîé ðåêóðñèè ¹ óäàëåíèå ïðàâèë âèäà
A! Aa.
Ïóñòü â ãðàììàòèêå ¡ áåç ¸-ïðàâèë
A! AV1; A! AV2; : : : ; A! AVn
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åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ïðàâèë, ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðûõ íà÷èíàåòñÿ ñ A.
Ïóñòü
A! U1; A! U2; : : : ; A! Um¡
îñòàëüíûå ïðàâèëà.
Ïîñòðîèì ãðàììàòèêó ¡0 äîáàâèâ íîâûé íåòåðìèíàë A0 è îñóùå-
ñòâèâ ñëåäóþùåå:
1) Óäàëèì âñå ïðàâèëà âèäà A! AVi äëÿ 1 · i · n.
2) Ââåäåì íîâûå ïðàâèëà A! UiA0 äëÿ 1 · i · n.
3) Ââåäåì íîâûå ïðàâèëà A0 ! ViA0 è A0 ! Vi.
Ëåììà 11. L(¡0) = L(¡).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïðàâèëî, íà÷èíàþùååñÿ ñ A, èìååò âèä A !
UiA äëÿ 1 · i · n, è A ) AV(1) ) AV(2)V(1) )¤ AV(k) : : : V(2)V(1) )
U(i)V(k) : : : V(2)V(1), ãäå V(j) 2 fV1; V2; : : : ; Vng äëÿ âñå 1 · j · k è U(i) 2
fU1; U2; : : : ; Umg. ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçóÿ ëåâûé âûâîä, êàæäûé âûâîä,
ñîäåðæàùèé A èìååò âèä
wAW ) wAV(1)W ) wAV(2)V(1)W )¤
)¤ wAV(k) : : : V(2)V(1)W ) wU(i)V(k) : : : V(2)V(1)W:
Íî
A) AV(1) ) AV(2)V(1) )¤
)¤ AV(k) : : : V(2)V(1) ) U(i)V(k) : : : V(2)V(1)
ìîæíî çàìåíèòü íà
A) U(i)A0 ) U(i)V(k)A0 ) U(i)V(k)V (k ¡ 1)A0 )¤
)¤ U(i)V(k) : : : V(2)A0 ) U(i)V(k) : : : V(2)V(1):
Ïðèïèñàâ w ñëåâà, à W ¹ ñïðàâà îò êàæäîé ñòðîêè â âûâîäå, ïîëó÷èì
wAW )¤ wU(i)V(k) : : : V(2)V(1)W â ¡0. Ñëåäîâàòåëüíî, L(¡) µ L(¡0).
Äîêàçàòåëüñòâî L(¡0) µ L(¡) àíàëîãè÷íî.
Ëåììà 12. Ïóñòü A ! UBV ¹ ïðàâèëî ãðàììàòèêè ¡ è B ! W1,
B ! W2, : : :, B ! Wm ¹ ìíîæåñòâî âñåõ ïðàâèë ñ B ñëåâà. Ïóñòü ¡0
¹ ãðàììàòèêà áåç ïðàâèëà A ! UBV , íî ñ äîáàâëåííûìè ïðàâèëàìè
A! UWiV äëÿ 1 · i · m, òîãäà L(¡) = L(¡0).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðàâèëî A ! UWiV âñåãäà ìîæíî çàìåíèòü íà ïðà-
âèëî A! UBV , êîòîðîå ïðåäøåñòâóåò ïðàâèëó B ! Wi. Ñëåäîâàòåëüíî,
L(¡0) µ L(¡).
Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
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Ëåììà 13. (Íîðìàëüíàÿ ôîðìà Ãðåéáàõà) Ëþáàÿ êîíòåêòíî-ñâîáîäíàÿ
ãðàììàòèêà, íåïîðîæäàþùàÿ ¸ ìîæåò áûòü âûðàæåíà òàê, ÷òî êàæ-
äîå ïðàâèëî âûâîäà èìååò âèä
A! aW;
ãäå a 2 T , à W ¹ ñòðîêà, êîòîðàÿ ëèáî ïóñòà, ëèáî ñîñòîèò èç òåð-
ìèíàëîâ è/èëè íåòåðìèíàëîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîíóìåðóåì âñå íåòåðìèíàëû, íà÷èíàÿ ñî ñòàðòîâîãî
ñèìâîëà S. Îáîçíà÷èì âñå íåòåðìèíàëû ÷åðåç A1; A2; A3; : : : ; Am. Íàøà
ïåðâàÿ öåëü ¹ èçìåíèòü êàæäîå ïðàâèëî òàê, ÷òîáû îíî ïðèíÿëî âèä
1)A! aW;
ãäå a 2 T , àW ¹ ñòðîêà, êîòîðàÿ ëèáî ïóñòà, ëèáî ñîñòîèò èç òåðìèíàëîâ
è/èëè íåòåðìèíàëîâ, èëè
2)Ai ! AjY;
ãäå i < j, à Y ¹ ñòðîêà, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç òåðìèíàëîâ è/èëè íåòåðìèíà-
ëîâ. Íàïîìíèì, ÷òî ïðîöåäóðû óäàëåíèÿ ëåâîé ðåêóðñèè è íåòåðìèíàëîâ
èç ëåìì 11, 12 íå ìåíÿþò ÿçûêà ãðàììàòèêè.
Ïî èíäóêöèè, äëÿ i = 1, ïîñêîëüêó S = A1 àâòîìàòè÷åñêè èìååò ìåíü-
øèé ïîðÿäêîâûé íîìåð, ÷åì ëþáîé äðóãîé íåòåðìèíàë, íóæíî ðàññìîò-
ðåòü òîëüêî S ! SY . Òîãäà S ñïðàâà îò ! ìîæíî óäàëèòü ïî ïðàâèëó
óäàëåíèÿ ëåâîé ðåêóðñèè. Ïóñòü óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ Ai, i < k. Äî-
êàæåì åãî äëÿ i = k. Â êàæäîì ñëó÷àå Ak ! AjY ¹ ïðàâèëî äëÿ k > j,
èñïîëüçóåì ïðîöåäóðó èç ëåììû 12 äëÿ óäàëåíèÿ Aj. Åñëè Ak ! AkY ¹
ïðàâèëî, âîñïîëüçóåìñÿ ïðàâèëîì èç ëåììû 11 äëÿ óäàëåíèÿ Ak ñ ïðàâîé
ñòîðîíû.
Èòàê, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäîå ïðàâèëî ïðåäñòàâëåíî â îäíîì èç
ñëåäóþùèõ äâóõ âèäîâ:
1)A! aW;
ãäå a 2 T , àW ¹ ñòðîêà, êîòîðàÿ ëèáî ïóñòà, ëèáî ñîñòîèò èç òåðìèíàëîâ
è/èëè íåòåðìèíàëîâ, èëè
2)Ai ! AjY;
ãäå i < j, à Y ¹ ñòðîêà, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç òåðìèíàëîâ è/èëè íåòåðìè-
íàëîâ.
Êàæäîå ïðàâèëî ñ Am ñëåâà äîëæíî èìåòü âèä Am ! aW , ïîñêîëü-
êó íåò íåòåðìèíàëîâ ñ íîìåðîì, áîëüøèì m. Åñëè íåò ïðàâèë âèäà
Am¡1 ! AmW 0, âîñïîëüçóåìñÿ ïðîöåäóðîé Ëåììû 12 äëÿ óäàëåíèÿ Am.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïðàâèëî â âèäå Am ! bW 00. Ïóñòü k ¹ íàèáîëüøåå
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èç òàêèõ ÷èñåë, ÷òî Ak ! AjY ¹ ïðàâèëî, äëÿ êîòîðîãî k < j. Ñíîâà
ïðèìåíèâ Ëåììó 12 äëÿ óäàëåíèÿ Aj, ïîëó÷èì ïðàâèëî òèïà Ak ! aW .
Ïîñëå çàâåðøåíèÿ ýòîãî ïðîöåññà, ïîëó÷èì
Ai ! aW;
ãäå a 2 T , àW ¹ ñòðîêà, êîòîðàÿ ëèáî ïóñòà, ëèáî ñîñòîèò èç òåðìèíàëîâ
è/èëè íåòåðìèíàëîâ äëÿ êàæäîãî i. Ðàññìîòðèì òåïåðü íåòåðìèíàëû Bi,
ïîëó÷åííûå ïðè ïðèìåíåíèè Ëåììû 11. Ïî ïîñòðîåíèþ Bi, íå ñóùåñòâóåò
ïðàâèë âèäà Bi ! BjW . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâèëà ñ Bi ñëåâà îò! èìåþò
òèï ëèáî Bi ! aW , ëèáî Bi ! AjW . Ïîâòîðÿÿ óæå ïðèâåäåííûé âûøå
ïðîöåññ, ïîëó÷èì ïðàâèëà âèäà Bi ! aW .
Òåîðåìà 19. Êàæäàÿ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíàÿ ãðàììàòèêà ¡, ÿçûê êî-
òîðîé íå ñîäåðæèò ¸ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â íîðìàëüíîé ôîðìå
Ãðåéáàõà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäîå ïðàâèëî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå
A! aW;
ãäå a 2 T , à W ¹ ñòðîêà, êîòîðàÿ ëèáî ïóñòà, ëèáî ñîñòîèò èç òåðìè-
íàëîâ è/èëè íåòåðìèíàëîâ. Äàëåå êàæäûé òåðìèíàë b â W çàìåíèì íà
íåòåðìèíàë Ab è äîáàâèì ïðàâèëà Ab ! b.
Îïðåäåëåíèå 33. Äëÿ êàæäîé êîíòåêñòíî-ñâîáîäíîé ãðàììàòèêè, ñî-
äåðæàùåé ¸, ïîñòðîèì ãðàììàòèêó â ðàñøèðåííîé íîðìàëüíîé ôîð-
ìå Ãðåéáàõà, ïðèíèìàþùåé ïóñòîå ñëîâî, ïðîñòî äîáàâèâè ïðàâèëî
S ! ¸ ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäóð èç ïðåäûäóùåé ëåììû.
Çàäà÷è
1. Ïóñòü ¡ = (N; T; S; P ) ¹ ãðàììàòèêà, äëÿ êîòîðîé N = fS;A;Bg,
T = fa; bg, à P ñîñòîèò èç ïðàâèë
S ! ABABABA; A! Aa; A! ¸; B ! b:
a) Íàéòè íîðìàëüíóþ ôîðìó Õîìñêîãî ¡.
b) Íàéòè íîðìàëüíóþ ôîðìó Ãðåéáàõà ¡.
2. Ïóñòü ¡ = (N; T; S; P ) ¹ ãðàììàòèêà, äëÿ êîòîðîé N = fS;A;Bg,
T = fa; bg, à P ñîñòîèò èç ïðàâèë
S ! SS; B ! aa; S ! BS; B ! bb; S ! SB;
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A! ab; S ! ¸; A! ba; S ! ASA:
a) Íàéòè íîðìàëüíóþ ôîðìó Õîìñêîãî ¡.
b) Íàéòè íîðìàëüíóþ ôîðìó Ãðåéáàõà ¡.
3. Ïóñòü ¡ = (N; T; S; P ) ¹ ãðàììàòèêà, äëÿ êîòîðîé N = fS;A;Bg,
T = fa; bg, à P ñîñòîèò èç ïðàâèë
S ! AbaB; A! bAa; A! ¸; B ! AAb; B ! aabA:
a) Íàéòè íîðìàëüíóþ ôîðìó Õîìñêîãî ¡.
b) Íàéòè íîðìàëüíóþ ôîðìó Ãðåéáàõà ¡.
3.3 Àâòîìàòû ñ ìàãàçèííîé ïàìÿòüþ
Îïðåäåëåíèå 34. Àâòîìàò ñ ìàãàçèííîé ïàìÿòüþ (PDA-àâòîìàò)
¹ íàáîð
M = (§; Q; s; I;¨; F );
ãäå
§ ¹ êîíå÷íûé àëôàâèò,
Q ¹ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé,
s ¹ íà÷àëüíîå èëè ñòàðòîâîå ñîñòîÿíèå,
I ¹ àëôàâèò ïàìÿòè (ìàãàçèíà),
¨ ¹ ôóíêöèÿ ïåðåõîäà ¨ µ ((§Sf¸g £Q£ ISf¸g)£ (Q£ ISf¸g)),
F ¹ ìíîæåñòâî ïðèåìíûõ ñîñòîÿíèé.
Òî åñòü ¨ ïðî÷èòûâàåò áóêâó §
Sf¸g, îïðåäåëÿåò ñîñòîÿíèå, ïðî÷è-
òûâàåò áóêâó I
Sf¸g. Çàòåì ìåíÿåò èëè íåò ñîñòîÿíèå, è âûâîäèò áóêâó
èç I
Sf¸g. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ îáû÷íîãî àâòîìàòà, áóêâà ñëîâà ïðè ïðî-
÷òåíèè óäàëÿåòñÿ èç ñëîâà. Ïîñëåäíÿÿ áóêâà ñòåêà òàêæå óäàëÿåòñÿ ïðè
ïðî÷òåíèè. Ãîâîðÿò, ÷òî îíà âûâîäèòñÿ èç ñòåêà. Áóêâà I, ïîëó÷åííàÿ ñ
ïîìîùüþ ¨ çàïèñûâàåòñÿ â ñòåê. Ñëîâî ïðèíèìàåòñÿ ÀÌÏ, åñëè è òîëü-
êî åñëè ïîñëå ïðî÷òåíèÿ ýòîãî ñëîâî íà÷èíàÿ ñî ñòàðòîâîãî ñîñòîÿíèÿ
è ïóñòîãî ñòåêà, àâòîìàò ïåðåõîäèò â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå è ñòåê ñíîâà
ïóñò. ßçûê, ïðèíèìàåìûé M , îáîçíà÷èì L(M).
Îïðåäåëåíèå 35. M ¹ äåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò ñ ìàãàçèí-
íîé ïàìÿòüþ åñëè ¨ µ ((§Sf¸g£Q£ ISf¸g)£ (Q£ ISf¸g)) èìååò
ñëåäóþùåå ñâîéñòâî: åñëè ((s; a; c); (s0; c0)) è ((s; a; c); (s00; c00)) 2 F , òî
s0 = s00 è c0 = c00.
Ïðèìåð:
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Ðàáîòà ýòîãî àâòîìàòà ïðè îáðàáîòêå ñòðîêè abba
Äåéñòâèå Ñòåê Ëåíòà
Start (íà÷àëî) ¸ abba
read (ââîä) ¸ bba
push (çàïèñü â ñòåê) a a bba
resd (ââîä) a ba
pop (âûâîä) ¸ ba
read (ââîä) ¸ a
push (çàïèñü â ñòåê) b b a
read (ââîä) b ¸
pop (âûâîä) ¸ ¸
accept (ïðèåì) ¸ ¸
Òåîðåìà 20. ßçûê êîíòåêñòíî-ñâîáîäíîé ãðàììàòèêè ¡ ¹ ÿçûê íåêî-
òîðîãî àâòîìàòà ñ ìàãàçèííîé ïàìÿòüþ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî êîíñòðóêòèâíî. Ïîñòðîèì àâòîìàò ïî
äàííîé ãðàììàòèêå.
1. Íà÷èíàåì ñ àâòîìàòà çàïèñè â ñòåê S.
2. Åñëè íåòåðìèíàë A âûâîäèòñÿ èç ñòåêà, òî äëÿ íåêîòîðîãî ïðàâèëà
A! w â ¡, w çàïèñûâàåòñÿ â ñòåê, òî åñòü ñòðîèì àâòîìàò
37
3. Åñëè òåðìèíàë a âûâîäèòñÿ èç ñòåêà, òî ýòîò æå ñèìâîë äîëæåí
áûòü ïðî÷èòàí, òî åñòü ñòðîèì àâòîìàò
Ïðèìåð:
Ïóñòü ¡ = (N; T; S; P ) ¹ ãðàììàòèêà N = fSg, T = fa; bg, è P ñîñòîèò
èç ïðàâèë
S ! aSa; S ! bSb; S ! ¸:
Ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîé ãðàììàòèêå àâòîìàò:
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1. Ïîñòðîèòü àâòîìàò ñ ìàãàçèííîé ïàìÿòüþ, ïðèíèìàþùèé ÿçûê: ïî-
ðîæäåííûé ãðàììàòèêîé ¡ = (N; T; S; P ), ãäåN = fS;A;Bg, T = fa; b; cg,
è P ñîñòîèò èç ïðàâèë
a)
S ! aA; A! aAB; A! a; B ! bB ! ¸:
b)
S ! AB; A! abaA; A! ¸; B ! Bcacc; B ! ¸:
c)
S ! AcB; A! abaA; A! ¸; B ! Bcacb; B ! ¸:
d)
S ! AB; A! acA; B ! bcB; B ! bB;
A! aAa; B ! ¸; A! ¸:
e)
S ! AB; A! aAc; B ! bBc; B ! bB;
A! AaA; B ! ¸; A! ¸:
3.4 Êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûå ÿçûêè è ëåììà î
íàêà÷êå
Îïðåäåëåíèå 36. Ïóñòü ¡ ¹ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíàÿ ãðàììàòèêà, íà-
çîâåì ÿçûê L(¡) êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûì.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàììàòèêà ¡ ïðåäñòàâëåíà â íîðìàëüíîé ôîðìå
Õîìñêîãî.
Ëåììà 14. Ïóñòü A )¤ w, ãäå A 2 N , è âûñîòà ñîîòâåòñòâóþùåãî
äåðåâà ðàçáîðà ñ êîðíåì A ðàâíà n. Òîãäà äëèíà w íå áîëüøå 2n¡1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî âûñîòå äåðåâà ðàçáîðà. Åñëè n = 1, òî
âûâîä èìååò âèä A! a, è äëèíà w = a ðàâíà 1 = 20. Ïóñòü óòâåðæäåíèå
âåðíî äëÿ n = k. Ðàññìîòðèì âûâîä A )¤ w ñ äåðåâîì ðàçáîðà âûñîòû
k + 1. Òîãäà A ) BC )¤ uv = w, ãäå B )¤ u, C )¤ v è äåðåâî ðàçáîðà
äëÿ äâóõ ïîñëåäíèõ âûââîäîâ èìååò âûñîòó k. Òî åñòü, ïî ïðåäïîëîæå-
íèþ èíäóêöèè, ñòðîêè u è v èìåþò äëèíó íå áîëøå 2k¡1. Çíà÷èò w ¹
äëèíû íå áîëüøå 2 ¢ 2k¡1 = 2k = 2(k+1)¡1.
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 Задачи 
Òåîðåìà 21. (Ëåììà î íàêà÷êå) Ïóñòü L ¹ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûé
ÿçûê. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî M 2 N, ÷òî ëþáîå ñëîâî äëèí-
íåå M â L ïðåäñòàâèìî â ôîðìå xuvwy, ãäå uw 6= ¸, juvwj · M , è
xunwvny 2 L äëÿ âñåõ n ¸ 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L n f¸g ¹ íåïóñòîé ÿçûê, ïîðîæäåííûé ãðàì-
ìàòèêîé ¡ = (N; T; S; P ) â íîðìàëüíîé ôîðìå Õîìñêîãî, ïðè÷åì jP j = p.
Ïîëîæèì M = 2p. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ñëîâî w 2 L äëèíû íå ìåíüøå M .
Òîãäà ïî ïðåäûäóùåìó óòâåðæäåíèþ, ñîîòâåòñòâóþùåå äåðåâî ðàçáîðà
âûøå p. Ñëåäîâàòåëüíî, â äåðåâå ðàçáîðà ñóùåñòâóåò ïóòü S ! ¢ ¢ ¢ ! a,
ãäå a ¹ áóêâà, äëèíû áîëüøå p, è a 2 w. Ïîñêîëüêó ¡ ñîäåðæèò òîëüêî
p ðàçëè÷íûõ ïðàâèë, íåêîòîðûå íåòåðìèíàëû âñòðå÷àþòñÿ â ïðàâèëàõ
âûâîäà w ñëåâà ÷àùå îäíîãî ðàçà. Ïóñòü C ¹ ïåðâûé òàêîé íåòåðìèíàë.
Òîãäà îïðåäåëåí âûâîä
S )¤ ®C¯ )¤ xuCvy )¤ xuwvy;
ãäå ®)¤ x, ¯ )¤ y, C )¤ uCv è C ) w. Îäíàêî, èñïîëüçóÿ ýòè âûâîäû
ìû ìîæåì ïîëó÷èòü âûâîä
S ) xuCvy )¤ xuuCvvy )¤ xunwvny
äëÿ êàæäîãî n 2 N n f0g.
Òàê êàê ïåððâîå ïðàâèëî âûâîäà èìååò âèä C ) AB )¤ uCv, è
íåò ïóñòûõ ñëîâ, ëèáî u ëèáî v íåïóñòî. Çàôèêñèðóåì áóêâó a â ñëîâå
uwv; ìîæíî ïðîéòè îò íåå îáðàòíî äî S ïî äåðåâó ðàçáîðà èñïîëüçóþ ïî
îäíîìó ðàçó âûâîäû C )¤ uCv è C ) w. Ñëåäîâàòåëüíî, äëèíà ýòîãî
ïóòè íå áîëüøå p, çíà÷èò juwvj ·M .
Ñëåäñòâèå 1. ßçûê L = fambmamjm ¸ 1g ¹ íå êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûé
ÿçûê.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü m íàñòîëüêî âåëèêî, ÷òî äëèíà ambmam áîëüøå
M . Òîãäà ambmam = puqvr, ãäå punqvnr 2 L, äëÿ âñåõ n ¸ 1. Ïóñòü ëèáî u,
ëèáî v, ëèáî îáà u è v ñîäåðæàò è a è b, òî (aibj)n äîëæíî áûòü ïîäñëîâîì
punqvnr, ÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, u è v ñîñòîÿò öåëèêîì èç a èëè
b. Îáå ýòè ñòðîêè íà ìîãóò áûòü îäèíàêîâûìè, èíà÷å ïðè âîçâåäåíèè èõ
â ñòåïåíü êîëè÷åñòâî îäíèõ áóêâ áóäåò ðàñòè, à äðóãèõ ¹ íå èçùìåíèòñÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî, u ñîñòîèò èç a, v ¹ èç b. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, u ñîñòîèò èç
a â íà÷àëå êàæäîãî ñëîâà ambmam, à v èç a â êîíöå êàæäîãî òàêîãî æå
ñëîâà, ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 22. Ìíîæåñòâî êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ ÿçûêîâ çàìêíóòî îò-
íîñèòåëüíî îïðåàöèé êîíêòåíàöèè, îáúåäèíåíèÿ è çàìûêàíèÿ Êëèíè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L1 è L2 ïîðîæäåíû ãðàììàòèêàìè ¡1 = (N1; T1; S1; P1)
è ¡2 = (N2; T2; S2; P2), ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü N1 è N2 ðàçëè÷íû. Ýòîãî
âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ ïåðåèìåíîâàíèåì áóêâ.
ßçûê L1L2 ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ÿçûê, ïîðîæäåííûé ãðàììàòèêîé
¡ = (N; T; S; P ), ãäåN = N1
S
N2
SfSg, T = T1ST2, à P = P1SP2SfS !
S1S2g. Åñëè u 2 L1, v 2 L2, òî S1 )¤ u â ¡1, S2 )¤ v â ¡2, è ïðèìåíÿÿ
ëåâûé âûâîä, ïîëó÷èì S ) S1S2 )¤ uS2 )¤ uv â ¡.
ßçûê L1
S
L2 ïîðîæäåí ãðàììàòèêîé ¡ = (N; T; S; P ), ãäåN = N1
S
N2
SfSg,
T = T1
S
T2, è P = P1
S
P2
SfS ! S1; S ! S2g. Ïóñòü w 2 L1SL2. Òîãäà
w 2 L1 èëè w 2 L2. Åñëè w 2 L1, òî S1 )¤ w â ¡1, è S ) S1 )¤ w â ¡.
Åñëè w 2 L2, òî S2 )¤ w â ¡2, è S ) S2 )¤ w â ¡.
ßçûê L¤1 ïîðîæäåí ãðàììàòèêîé ¡ = (N; T; S; P ), ãäå N = N1
SfSg,
T = T1, è P = P1
S
P2
SfS ! S1S; S ! ¸g. Ïóñòü w1; w2; w3; : : : ; wn 2 L1.
Òåïåðü èñïîëüçóÿ ïðàâèëà S ! S1S è S ! ¸, ìû ïîëó÷àåì âûâîä
S )¤ Sn1 = S1S1S1 ¢ ¢ ¢S1. Äàëüøå ëåâûìè âûâîäàìè ïîëó÷àåì S )¤
S1S1S1 ¢ ¢ ¢S1 )¤ w1S1S1 ¢ ¢ ¢S1 )¤ w1w2S1 ¢ ¢ ¢S1 )¤ w1w2 ¢ ¢ ¢wn â ¡. Ñëå-
äîâàòåëüíî, L¤1 = L.
Òåîðåìà 23. Ìíîæåñòâî êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ ÿçûêîâ íåçàìêíóòî
îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ïåðåñå÷åíèÿ è äîïîëíåíèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ÿçûêè fanbnamjm;n ¸ 0g è
fanbmamjm;n ¸ 0g. Ïåðâûé ïîðîæäåí ãðàììàòèêîé ñ ïðàâèëàìè P =
fS ! BC;B ! aBb;B ! ¸;C ! aC;C ! ¸g, âòîðîé ¹ P = fS !
AB;A! aA;A! ¸;B ! bBa;B ! ¸g.
Òåîðåìà 24. Ïåðåñå÷åíèå ðåãóëÿðíîãî è êîíòåêòíî-ñâîáîäíîãî ÿçûêîâ¹
êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûé ÿçûê.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü àâòîìàò ñ ìàãàçèííîé ïàìÿòüþM = (§; Q; s; I;¨; F ),
ãäå § ¹ àëôàâèò, Q ¹ ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé, s ¹ íà÷àëüíîå ñîñòîÿ-
íèå, I ¹ ìíîæåñòâî ñòåêîâûõ ñèìâîëîâ, F ¹ ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ñî-
ñòîÿíèé, ¨ ¹ ôóíêöèÿ ïåðåõîäà. Ðàññìîòðèì äåòåðìèíèðîâàííûé àâ-
òîìàò M1 = (§1; Q1; q0;¨1; F1), ãäå §1 ¹ àëôàâèò, Q1 ¹ ìíîæåñòâî ñî-
ñòîÿíèé, q0 ¹ íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå, F1 ¹ ìíîæåñòâî ïðèåìíûõ ñîñòîÿ-
íèé, è ¨1 ¹ ôóíêöèÿ ïåðåõîäà. Îïðåäåëèì àâòîìàò ñ ìàãàçèííîé ïà-
ìÿòüþ ñëåäóþùèì îáðàçîì: M2 = (§2; Q2; s2; I2;¨2; F2), ãäå s2 = (s; q0),
§2 = §1
S
§, I2 = I, Q2 = Q £ Q1, è F2 = F £ F1. Îïðåäåëèì ¨2 êàê
(((si; qj); a;X); ((sm; qn); b)) 2 ¨2 , ((si; a;X); (sm; b)) 2 ¨ è ¨1(qj; u) = qn
â M1. Ñòðîêà w ïðèíèìàåòñÿ M2 , ((s; q0); w; ¸) `¤2 ((sa; qb); ¸) 2M2, ãäå
sa è qb ¹ ïðèåìíûå ñîñòîÿíèÿ M èM1, ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, w
ïðèíèìàåòñÿ êàê àâòîìàòîì ñ ìàãàçèííîé ïàìÿòüþM , òàê è ðåãóëÿðíûì
àâòîìàòîì M1.
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Îïðåäåëåíèå 37. Íåòåðìèíàë êîíòåêñòíî-ñâîáîäíîé ãðàììàòèêè áåñ-
ïîëåçåí, åñëè îí íå ôèãóðèðóåò íè â îäíîì âûâîäå S )¤ w, w 2 §¤.
Èíà÷å, íåòåðìèíàë ïîëåçåí.
Òåîðåìà 25. Äëÿ äàííîé êîíòåñòíî-ñâîáîäíîé ãðàììàòèêè ìîæíî íàé-
òè è óäàëèòü âñå áåñïîëåçíûå íåòåðìèíàëû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà óäàëèì ëþáîé òàêîé íåòåðìèíàë U , ÷òî íåò
íè îäíîãî âûâîäà )¤ w, w 2 §¤. Äëÿ ýòîãî, îïðåäåëèì X ïî ïðàâèëàì:
1) Äëÿ êàæäîãî íåòåðìèíàëà V , òàêîãî ÷òî V ! w ¹ ïðàâèëî äëÿ
w 2 §¤, ïîëîæèì V 2 X.
2) Åñëè V ! V1V2 ¢ ¢ ¢Vn, ãäå Vi 2 X èëè §¤ äëÿ 1 · i · n, îïÿòü
V 2 X.
Ïðîäîëæèì ïðèìåíÿòü 2) äî òåõ ïîð ïîêà íå ïðåêðàòèì äîáàâëÿòü
íîâûå íåòåðìèíàëû ê X. Êàæäûé íåòåðìèíàë U , íå ïðèíàäëåæàùèé X
íå èìååò íè îäíîãî âûâîäà âèäà U )¤ w. Åñëè S 62 X, òî ÿçûê, ïîðîæ-
äåííûé äàííîé êîíòåêñòíî-ñâîáîäíîé ãðàììàòèêîé, ïóñò è äîêàçàòåëü-
ñòâî çàêîí÷åíî. Íåò íè îäíîãî ïîëåçíîãî òåðìèíàëà. Ïóñòü S 2 X. Âñå
ïðàâèëà, ñîäåðæàùèå íåòåðìèíàëà íå èç X óäàëèì èç ìíîæåñòâà P .
Óäàëèì òåïåðü êàæäûé íåòåðìèíàë U , íåäîñòèæèìûé èç S, ò.å. íåò
íè îäíîãî âûâîäà S )¤ W , â êîòîðîì U ¹ ýëåìåíò ñòðîêè W . Äëÿ
êàæäîãî íåòåðìèíàëà U ïîñòðîèì ìíîæåñòâî YU :
1) Åñëè V ! W è U ¹ ýëåìåíò ñòðîêè W , òî V 2 YU .
2) Åñëè R) T , ãäå ýëåìåíò YU ïðèñóòñòâóåò â ñòðîêå T , òî R 2 YU .
Ïðîäîëæèì ïðèìåíÿòü 2) äî òåõ ïîð ïîêà íå çàêîí÷èì äîáàâëÿòü
íåòåðìèíàëû ê YU . Åñëè S 2 YU , òî U äîñòèæèì èç S. Èíà÷å, U íåäî-
ñòèæèì èç S. Óäàëèì âñå ïðàâèëà, ñîäåðæàùèå íåòåðìèíàëû, íåäîñòè-
æèìûå èç S.
Òåîðåìà 26. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì îïðåäåëíèÿ òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè
äàííûé êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûé ÿçûê L ïóñòûì
Äîêàçàòåëüñòâî. Êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûé ÿçûê L ïóñò , L íå ñîäåðæèò
ïîëåçíûõ òåðìèíàëîâ.
Òåîðåìà 27. Ïóñòü äàíû w 2 §¤, è êîíòåêñòíî-ñâîáîäíàÿ ãðàììàòèêà
G. Òîãäà ñóùåñòâóåò àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ ïðèíàäëåæèò ëè w L(G).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G ïðåäñòàâëåíà â íîðìàëüíîé ôîðìå Õîìñêîãî.
Ïóñòü äëèíà w ðàâíà n ¸ 1. Âûâîä S )¤ w èìååò äëèíó k · 2n¡1,
ïîñêîëüêó G â íîðìàëüíîé ôîðìå Õîìñêîãî. Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî
ïðîâåðèòü âñå âûâîäû äëèíû k · 2n¡1.
42
Òåîðåìà 28. Ïóñòü G ¹ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíàÿ ãðàììàòèêà â íîð-
ìàëüíîé ôîðìå Õîìñêîãî ñ p ïðàâèëàìè. ßçûê L(G) áåñêîíå÷åí , ñó-
ùåñòâóåò òàêàÿ ñòðîêà ! 2 L(G), ÷òî 2p < j!j < 2p+1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ñëîâî äëèíû áîëüøå 2p, òîãäà ïî
Ëåììå î íàêà÷êå, L(G) áåñêîíå÷åí. Èíà÷å, ïóñòü ! ¹ êðàò÷àéøåå ñëîâî
äëèíû áîëüøåé 2p+1. Ïî Ëåììå î íàêà÷êå, ! = xuiwviy, ãäå äëèíà uvw ·
2p è ¹ = xui¡1wvi¡1y 2 L(G). Íî j¹j > j!j ¡ juvj ¸ 2p. Òàêæå j¹j < j!j
è w ¹ êðàò÷àéøåå ñëîâî äëèíû íå ìåíüøå 2p+1. Ñëåäîâàòåëüíî, j¹j <
2p+1.
Çàäà÷è
1. Ïóñòü ãðàììàòèêà ¡ = (N; T; S; P ) ñîñòîèò èç N = fS;A;Bg, T =
fa; b; cg, è P ñîñòîèò èç ïðàâèë
S ! AB; A! acA; B ! bcB; B ! bB;
A! aBa; B ! ¸; A! a:
Ïîñòðîèòü ãðàììàòèêó, ïîðîæäàþùóþ L¤.
2. Ïóñòü L1 ¹ ÿçûê, ïîðîæäåííûé ãðàììàòèêîé ¡1 = (N; T; S; P1), ãäå
N = fS;A;Bg, T = fa; b; cg, è P1 ñîñòîèò èç ïðàâèë
S ! aA; A! aAB; A! a; B ! b; B ! ¸;
à L2 ¹ ÿçûê, ïîðîæäåííûé ãðàììàòèêîé ¡2 = (N; T; S; P2), ãäå N =
fS;A;Bg, T = fa; b; cg, è P2 ñîñòîèò èç ïðàâèë
S ! AB; A! abaA; A! ¸; B ! Bcacc; B ! ¸:
Íàéòè ãðàììàòèêó, ïîðîæäàþùóþ L1L2.
3.Ïóñòü L1 ¹ ÿçûê, ïîðîæäåííûé ãðàììàòèêîé ¡1 = (N; T; S; P ), ãäå
N = fS;A;Bg, T = fa; b; cg, è P1 ñîñòîèò èç ïðàâèë
S ! AdB; A! abaA; A! ¸; B ! Bcacb; B ! ¸;
à L2 ¹ ÿçûê, ïîðîæäåííûé ãðàììàòèêîé ¡2 = (N; T; S; P2), ãäå N =
fS;A;Bg, T = fa; b; cg, è P2 ñîñòîèò èç ïðàâèë
S ! AB; A! acA; B ! bcB; B ! bB;
A! aAa; B ! ¸; A! ¸:
Íàéòè ãðàììàòèêó, ïîðîæäàþùóþ L1
S
L2.
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4. ßâëÿåòñÿ ëè ÿçûê êîíòåñòíî-ñâîáîäíûì? Åñëè äà, òî ïîñòðîèòü
ãðàììàòèêó, ïîðîæäàþùóþ åãî.
a) L = fambnc2njm;n = 1; 2; : : :g.
b) L = fwwRwjw 2 a; b¤g.
c) L = fw 2 fa; b; cg¤jwñîñòîèò èç îäèíàêîâîãî ÷èñëàaèbg.
d) L = fanb2ncnjn = 1; 2; : : :g.
44
Ãëàâà 4
Ìàøèíà Òüþðèíãà
4.1 Äåòåðìèíèðîâàííàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà
Îïðåäåëåíèå 38. Äåòåðìèíèðîâàííàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà ¹ íàáîð
(Q;§;¡; ±; s0; h), ãäå
Q ¹ ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé,
¡ ¹ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ íà ëåíòå, âêëþ÷àþùåå â ñåáÿ
àëôàâèò § è ñèìâîë ïóñòîé ÿ÷åéêè ],
s0 ¹ íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå,
h ¹ êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå,
± ¹ ôóíêöèÿ èç Q£ ¡ â Q£ ¡£N , ãäå N ñîñòîèò èç L, ÷òî îçíà-
÷àåò ïåðåõîä ê ëåâîé ÿ÷åéêå îò ðàññìàòðèâàåìîé, R ¹ ê ïðàâîé è ] ¹
îòñóòñòâèå ïåðåõîäà.
Îïðåäåëåíèå 39. Ñëîâî w 2 §¤ ïðèíèìàåòñÿ ìàøèíîé Òüþðèí-
ãà T åñëè, íà÷èíàÿ ñî ñòàðòîâîãî ñîñòîÿíèÿ ïî ïðî÷òåíèè w ìàøè-
íà ïåðåõîäèò â êîíå÷íîå. ßçûê, ïðèíèìàåìûé ìàøèíîé Òüþðèíãà T ¹
ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ñëîâ.
Ïðåäñòàâèì ïðàâèëî (si; a; sj; b; R) êàê si
a
(b;R)
((
sj
Òåîðåìà 29. Ëþáîé ðåãóëÿðíûé ÿçûê ðàñïîçíàåòñÿ íåêîòîðîé ìàøè-
íîé Òüþðèíãà.
Ïðèìåð:
Àâòîìàòó
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GFED@ABC s1
a
ªª
b
½½
//WVUTPQRSONMLHIJK s0
a
88
b &&
WVUTPQRSONMLHIJK s3
GFED@ABC s2
b
UU
a
DD
Ñîîòâåòñòâóåò ìàøèíà Òüþðèíãà
GFED@ABC s1
a
(a;R)
UU b
(b;R) ½½
//WVUTPQRSONMLHIJK s0
a
(a;R)
99
b
(b;R) %%
]
(];])
ººWVUTPQRSONMLHIJK s3 ](];]) ++ GFED@ABC ]
GFED@ABC s2
b
(b;R)
UU
a
(a;R)
DD
Îïðåäåëåíèå 40. ßçûêè, ïðèíèìàåìûå ìàøèíàìè Òüþðèíãà íàçûâà-
þòñÿ ðåêóðñèâíî-ïåðå÷èñëèìûìè.
Ïðèìåðû:
1.
Ïîñòðîèì ìàøèíó Òüþðèíãà, îïèñûâàþùóþ ÿçûê fanbnjn 2 Nnf0gg.
Ïðî÷èòûâàåì ïåðâóþ áóêâó a, ìåíÿåì åå íà A:
(s0; a; s1; A;R)
Ïðî÷èòûâàåì âñå a ïîêà íå âñòðåòèì áóêâó b, êîòîðóþ çàìåíèì íà B è
ïîâåðíåì íàçàä:
(s1; a; s1; a; R); (s1; B; s1; B;R); (s1; b; s2; B; L):
Âîçâðàùàÿñü êî âòîðîé a, ïðîõîäèì ÷åðåç âñå B è a, íå ìåíÿÿ èõ:
(s2; B; s2; B; L); (s2; a; s2; a; L):
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Ïîñëå âñòðå÷è A ñíîâà èäåì ïî ñëîâó âïåðåä
(s2; A; s0; A;R):
Ïóñòü ïðîöåññ ñ÷èòûâàíèÿ a çàêîí÷åí
(s0; B; s3; B;R):
Â ñîñòîÿíèè s3 íå âîñïðèíèìàåì íè÷åãî, êðîìå B è ]:
(s3; B; s3; B;R); (s3; ]; h; ]; ]):
GFED@ABC s1
a
(a;R) µµ
B
(B;R)¯¯
b
(B;L)
33 GFED@ABC s2
a
(a;L)
¦¦
B
(B;L)
ff
A
(A;R)
kk// GFED@ABC s0
a
(A;R)
88
B
(B;R) %% GFED@ABC s2
B
(B;R)
UU
]
(];])
,,ONMLHIJK h
2. Àíàëîãè÷íî ñòðîèòñÿ ìàøèíà Òüþðèíãà äëÿ ÿçûêà fanbncnjn 2
N n f0gg.
?>=<89:; s1
a
(a;R) ´´
B
(B;R)°° b
(B;L)
++?>=<89:; s2
b
(b;R)
¤¤
C
(C;R)
dd
c
(C;L)
kk//?>=<89:; s0
a
(A;R)
77
B
(B;R) &&
?>=<89:; s3
B
(B;L)
RR
b
(b;L)
33
a
(a;L) ++
C
(C;L)ssA
(A;R)
oo
?>=<89:; s2
B
(B;R)
LL
C
(C;R)
kk
]
(];])
++ ?>=<89:; h
Çàäà÷è
1. Ïîñòðîèòü ìàøèíó Òüþðèíãà, ïðèíèìàþùóþ ÿçûê
a) ab¤c¤(b _ ac);
b) abc(b _ ac)¤b;
c) (aa¤bb¤)¤.
2. Ïîñòðîèòü ìàøèíó Òüþðèíãà, ïðèíèìàþùóþ ñòðîêè, ñîñòîÿùèå èç
îäèíàêîâîãî êîëè÷åñòâà a è b.
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3. Ïîñòðîèòü ìàøèíó Òüþðèíãà, êîòîðàÿ ïî ââåäåííîé ñòðîêå ïå÷à-
òàåò åå â îáðàòíîì ïîðÿäêå.
4. Ïîñòðîèòü ìàøèíó Òüþðèíãà, ïðèíèìàþùóþ âñå ÷åòíûå ïàëèí-
äðîìû.
5. Ïîñòðîèòü ìàøèíó Òüþðèíãà, ïðèíèìàþùóþ âñå íå÷åòíûå ïàëèí-
äðîìû.
6. Ïîñòðîèòü ìàøèíó Òüþðèíãà, ïðèíèìàþùóþ âñå ñòðîêè âèäà anbnan,
n 2 N n f0g.
7. Ïîñòðîèòü ìàøèíó Òüþðèíãà, ïðèíèìàþùóþ ñòðîêè âèäà ww, w 2
fa; bg¤.
4.2 Íåäåòåðìèíèðîâàííûå ìàøèíû Òüþðèí-
ãà è êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûå ÿçûêè
Îïðåäåëåíèå 41. Ìàøèíà Òüþðèíãà íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ, åñëè ±
¹ êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî (Q£ ¡)£ (Q£ ¡£N).
Òåîðåìà 30. Ëþáîé êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûé ÿçûê ïðèíèìàåòñÿ íåêîòî-
ðîé íåäåòåðìèíèðîâàííîé ìàøèíîé Òüþðèíãà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî èç ïðàâèë àâòîìàòà ñ ìàãàçèííîé ïàìÿ-
òüþ ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùóþ êîìàíäó ìàøèíû Òüþðèíãà.
1. ((a; s; E); (t;D)) ¹ Â ñîñòîÿíèè s, ïðî÷èòûâàåì a, âûâîäèì E, ïå-
ðåõîäèì â ñîñòîÿíèå t è ïåðåìåùàåì â ñòåê D.
2. ((a; s; ¸); (t;D)) ¹ Â ñîñòîÿíèè s, ïðî÷èòûâàåì a, ïåðåõîäèì â ñî-
ñòîÿíèå t è ïåðåìåùàåì â ñòåê D.
3. ((¸; s; ¸); (s;D)) ¹ Â ñîñòîÿíèè s ïåðåìåùàåì â ñòåê D.
4. ((a; s; E); (t; ¸)) ¹ Â ñîñòîÿíèè s, ïðî÷èòûâàåì a, âûâîäèì E è ïå-
ðåõîäèì â ñîñòîÿíèå t.
5. ((¸; s; E); (s; ¸)) ¹ Â ñîñòîÿíèè s âûâîäèì E.
6. ((a; s; ¸); (t; ¸)) ¹ Â ñîñòîÿíèè s, ïðî÷èòûâàåì a è ïåðåõîäèì â ñî-
ñòîÿíèå t.
7. ((a; s; ¸); (s; ¸)) ¹ Â ñîñòîÿíèè s, ïðî÷èòûâàåì a.
1. Ïåðåõîäèì â ïåðâóþ ÿ÷åéêó ïîñëå O, ñòèðàåì E è âïèñûâàåì D.
Âîçâðàùàåìñÿ ê a è ñòèðàåì a. Ïåðåõîäèì â ñîñòîÿíèå t.
2. Ïåðåõîäèì â ïåðâóþ ÿ÷åéêó ïîñëå O, âïèñûâàåì D. Âîçâðàùàåìñÿ
ê a è ñòèðàåì a. Ïåðåõîäèì â ñîñòîÿíèå t.
3. Ïåðåõîäèì â ïåðâóþ ÿ÷åéêó ïîñëå O, âïèñûâàåì D. Âîçâðàùàåìñÿ
ê ïåðâîíà÷àëüíîé áóêâå. Ïåðåõîäèì â ñîñòîÿíèå s.
4. Ïåðåõîäèì â ïåðâóþ ÿ÷åéêó ïîñëå O, ñòèðàåì E. Âîçâðàùàåìñÿ ê
a è ñòèðàåì a. Ïåðåõîäèì â ñîñòîÿíèå t.
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5. Ïåðåõîäèì â ïåðâóþ ÿ÷åéêó ïîñëå O, ñòèðàåì E. Âîçâðàùàåìñÿ ê
ïåðâîíà÷àëüíîé ÿ÷åéêå. Ïåðåõîäèì â ñîñòîÿíèå s.
6. Ñòèðàåì a. Ïåðåõîäèì â ñîñòîÿíèå t.
7. Ñòèðàåì a. Ïåðåõîäèì â ñîñòîÿíèå s.
Òåîðåìà 31. ßçûê, ïðèíèìàåìûé íåäåòåðìèíèðîâàííîé ìàøèíîé Òüþ-
ðèãà T , ïðèíèìàåòñÿ è äåòåðìèíèðîâàííîé ìàøèíîé Òüþðèíãà T 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó T íåäåòåðìèíèðîâàííà, è µ(s; x) ½ (Q£¡£
N), µ(s; x) ñîñòîèò èç k ýëåìåíòîâ, êîòîðûå îáîçíà÷èì ÷åðåç
µ0(s; x); µ1(s; x); µ2(s; x); : : : ; µk¡1(s; x):
Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé ýëåìåíò µi(s; x) êîððåêòíî îïðåäåëåí. Íàïðè-
ìåð, äëÿ µ0(s; x) = (s0; b; R) ïîëó÷èì ïðàâèëî (s; x; s0; b; R), è äëÿ µ1(s; x) =
(s00; C; L) èìååì ïðàâèëî (s; x; s00; C; L).
Ïðîíóìåðóåì ýëåìåíòû êàæäîãî µ(si; ai) äëÿ âñåõ ñîñòîÿíèé si è êàæ-
äîãî ai 2 §. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ìû íàõîäèìñÿ â ñîñòîÿíèè s, ïîëó÷à-
åì ââîä x, è íîìåð j, ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ µj(s; x) äëÿ óïðîùå-
íèÿ èñïîëüçóåìîãî ïðàâèëà. Ïóñòü íàì íèêîãäà íå ïîòðåáóåòñÿ áîëüøå
n + 1 ÷èñëà äëÿ íóìåðàöèè ýëåìåíòîâ µ(si; ai), òîãäà äëÿ ëþáîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë m1;m2; : : : ;mp, êàæäîå èç êîòîðûõ íå
áîëüøå n, ìû ìîæåì ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíèòü µm1 ; µm2 ; : : : ; µmp , êîòî-
ðûå âìåñòå ñ ñîòîÿíèÿìè è ââîäîì îïðåäåëÿþò èñïîëüçóåìûå ïðàâèëà.
Ïî ïðèìåíåíèþ âñåõ âîçìîæíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ìû ïîëó÷èì âñå
âîçìîæíûå âû÷èñëåíèÿ. Òî åñòü, åñëè ñëîâî âîñïðèíèìàåòñÿ ìàøèíîé
Òüþðèíãà T , îíî òàêæå âîñïðèíèìàåòñÿ îäíîé èç ïðèâåäåííûõ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé.
Çàäà÷è
1. Ïîñòðîèòü (íå îáÿçàòåëüíî äåòåðìèíèðîâàííûå) ìàøèíû Òüþðèíãà,
ñîîòâåòñòâóþùèå ÿçûêàì
a) ßçûê èç ñòðîê, ñîäåðæàùèõ âäâîå áîëüøå a ÷åì b.
b) ßçûê èç ñòðîê, ñîäåðæàùèõ îäíî è òî æå êîëè÷åñòâî a è b.
c) ßçûê fanbnjn = 1; 2; : : :g.
d) ßçûê fanbkcnjk; n = 1; 2; : : :g.
e) ßçûê èç ïàëèíäðîìîâ íå÷åòíîé äëèíû íàä àëôàâèòîì fa; b; cg.
f) ßçûê èç ïàëèíäðîìîâ ÷åòíîé äëèíû íàä àëôàâèòîì fa; b; cg.
g) ßçûê èç ïàëèíäðîìîâ íàä àëôàâèòîì fa; b; cg.
h) ßçûê fanbnambmjm;n = 1; 2; : : :g.
i) ßçûê fanb2namb2mjm;n = 1; 2; : : :g.
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4.3 Ïðîáëåìà îñòàíîâêè äëÿ ìàøèí Òüþðèí-
ãà
Ïðîáëåìà îñòàíîâêè Ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì, îïðåäåëÿþùèé, äëÿ
äàííîé ìàøèíû Òüþðèíãà T è ïðîèçâîëüíîé ñòðîêè w, äîñòèãíåò ëè T
êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ïîñëå îáðàáîòêè w?
Îïðåäåëåíèå 42. ßçûê L ðàçðåøèì ïî Òüþðèíãó, åñëè ñóùåñòâóåò
ìàøèíà Òüþðèíãà, êîòîðàÿ ïî ïðèâåäåííîìó ñëîâó âûäàåò Y åñëè ñëîâî
ïðèíàäëåæèò L è N â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Òåîðåìà 32. Åñëè ÿçûê ðàçðåøèì ïî Òüþðèíãó, òî îí ïðèíèìàåòñÿ
íåêîòðîé ìàøèíîé Òüþðèíãà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ÿçûê ðàçðåøèì ïî Òüþðèíãó, òî ñóùåñòâóåò ìà-
øèíà Òüþðèíãà, êîòîðàÿ ïî ïðèâåäåííîìó ñëîâó âûäàåò Y åñëè ñëîâî
ïðèíàäëåæèò L è N â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ìîäèôèöèðóåì ýòó ìàøèíó
òàê, ÷òîáû âìåñòî ïå÷àòè N , îíà çàöèêëèâàëàñü, à âìåñòî âûâîäà Y ,
îñòàíàâëèâàëàñü.
Òåîðåìà 33. Åñëè ÿçûê L ðàçðåøèì ïî Òüþðèíãó, òî è ÿçûê L0 = A¤nL
ðàçðåøèì ïî Òüþðèíãó.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ÿçûê L ðàçðåøèì ïî Òüþðèíãó, òî ñóùåñòâóåò
ìàøèíà Òüþðèíãà, êîòîðàÿ ïî ïðèâåäåííîìó ñëîâó âûäàåò Y åñëè ñëîâî
ïðèíàäëåæèò L è N â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ìîäèôèöèðóåì ýòó ìàøèíó
òàê, ÷òîáû âìåñòî ïå÷àòè N , îíà âûäàâàëà Y è íàîáîðîò.
Òåîðåìà 34. ßçûê L ðàçðåøèì ïî Òüþðèíãó , îáà ÿçûêà L è L0 ïðè-
íèìàåìû ïî Òüþðèíãó.
Äîêàçàòåëüñòâî. ()) Åñëè ÿçûê L ðàçðåøèì ïî Òüþðèíãó, òî ïî òåîðå-
ìå 33 åãî äîïîëíåíèå L0 òîæå ðàçðåøèìî ïî Òüþðèíãó. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïî òåîðåìå 32 îáà ÿçûêà L è L0 ïðèíèìàåìû ïî Òüþðèíãó.
(() Ïóñòü ñóùåñòâóþ ìàøèíû Òüþðèíãà M è M 0, ïðèíèìàþùèå L
è L0, ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè ñòðîêà ââîäà ïðèíèìàåìà M , ââåäåì Y . Åñ-
ëè îíà ïðèíèìàåòñÿM 0, âûâåäåì N . Òàê êàê ýòîò ïðîöåññ àëãîðèòìè÷åí,
ïî ãèïîòåçå ×åð÷à åãî ìîæíî ðåàëèçîâàòü â âèäå ìàøèíû ÒüþðèíãàM 00.
Ñëåäîâàòåëüíî L ðàçðåøèì ïî Òüþðèíãó è ïî òåîðåìå 33, L0 òîæå ðàç-
ðåøèì ïî Òüþðèíãó.
Òåîðåìà 35. Ëþáàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà íàä àëôàâèòîì fa; bg îäíîçíà÷íî
ðåàëèçóåòñÿ â âèäå ñòðîêè èç a è b.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ìàøèíû ¹ S = fs1; s2; s3; : : : ; sng.
Êàæäîå ïðàâèëî èìååò âèä
(si; a1; sj; a2; N);
ãäå a1; a2 2 fa; bg
Sf];Og, N 2 fL;R; ]g.
Çàìåíèì si íà ñòðîêó èç i áóêâ a. Ïîñëå ýòîé ñòðîêè ïèøåì b ¹
ðàçäåëèòåëü. Çàìåíèì ñèìâîëû a; b; ];O íà aa; bb; ab; ba, ñîîòâåòñòâåííî.
Ïîñëåäíèé ñèìâîë L çàìåíÿåì íà a, à R íà b. Íàïðèìåð, ñòðîêà äëÿ
(s4; b; s2; ]; R) ¹ aaaabbbaababb, ãäå aaaa ïðåäñòàâëÿåò s4, b ¹ ðàçäåëèòåëü,
bb ¹ b, aa ¹ s2, b ¹ ðàçäåëèòåëü, ab ¹ ], b ¹ R.
Îáîçíà÷èì ñòðîêó, ïðåäñòàâëÿþùóþ ìàøèíó ÒüþðèíãàM , ÷åðåç c(M).
Òåîðåìà 36. Ñóùåñòâóåò ÿçûê, ïðèíèìàåìûé íðåêîòîðîé ìàøèíîé
Òüþðèíãà, íî íå ðàçðåøèìûé ïî Òüþðèíãó.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ÿçûê L0, ñîñòîÿùèé èç ñòðîê c(M)bw, ïðåä-
ñòàâëÿþùèõ ìàøèíó ÒüþðèíãàM è ñòðîê w, ïðèíèìàåìûõM . Ëåãêî ïî-
ñòðîèòü ìàøèíó Òüþðèíãà IMM , ïðèíèìàþùóþ L0. Äëÿ äàííîé ñòðîêè
t, MM ñíà÷àëà ðàñøèôðîâûâàåò t è åñëè ñòðîêà ïðåäñòàâëÿåò ñòðîêó
ìàøèíó Òüþðèíãà M è ââîäíóþ ñòðîêó, MM ïîñòàâëÿåò ïîñëåäíþþ
ïîäñòðîêó t â M , è MM ïðèíèìàåò t = c(M)bw , M ïðèíèìàåò w.
Ñëåäîâàòåëüíî, L0 ïðèíèìàåì ïî Òüþðèíãó.
Åñëè, êðîìå òîãî, L0 ðàçðåøèì ïî Òüþðèíãó, òî êàæäûé ïðèíèìàå-
ìûé ïî Òüþðèíãó ÿçûê ðàçðåøèì ïî Òüþðèíãó.
Äîêàæåì, ÷òî L0 íå ðàçðåøèì ïî Òüþðèíãó. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî åñ-
ëè L0 ðàçðåøèì ïî Òüþðèíãó, òî è ÿçûê L1 = fc(M)jMïðèíèìàåòc(M)g
òîæå ðàçðåøèì ïî Òüþðèíãó. Ïîñòðîèì M1 ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:
Äëÿ ñòðîêè s, ðàññìîòðèì ñòðîêó sbs è èñïîëüçóåì åå êàê ââîä äëÿMM2
(ìàøèíà, ïðèíèìàþùàÿ L0). Åñëè MM2 âûâîäèò Y , òî s = c(M) äëÿ
íåêîòîðîé ìàøèíû M , ïðèíèìàþùåé c(M). Ñëåäîâàòåëüíî, s 2 L1 è M1
òîæå âûâîäèò Y . Åñëè MM2 âûäàåò N , òî s = c(M) äëÿ êàæäîé ìà-
øèíû M , êîòîðàÿ ïðèíèìàåò c(M), òî åñòü s 62 L1 è M1 âûâîäèò N .
Ñëåäîâàòåëüíî. L1 ðàçðåøèì ïî Òüþðèíãó.
Ïîêàæåì, ÷òî L1 íå ðàçðåøèì ïî Òüþðèíãó. Ïî òåîðåìå 33 L1 ðàç-
ðåøèì ïî Òüþðèíãó , L01 ðàçðåøèì. Òî åñòü, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî
L1 íå ðàçðåøèì ïî Òüþðèíãó. ßçûê L1 = ffwjw 2 fa; bg¤g ëèáî w =
c(M)äëÿ êàæäîé ìàøèíûM; ëèáî w = c(M) äëÿ íåêîòîðîé ìàøèíûM; íî
Míå ïðèíèìàåò wg. Âñïîìíèì ïàðàäîêñ Ðàññåëëà. Ïóñòü M 01 ¹ ìàøèíà,
ïðèíèìàþùàÿ L01, òîãäà âåðíî ëè, ÷òî c(M 01) 2 L1? Åñëè òàê, òî M 01 íå
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ïðèíèìàåò c(M 01) ïî îïðåäåëåíèþ L01. Íî M 01 ïðèíèìàåò c(M 01) ïîñêîëüêó
îíà ïðèíèìàåò ëþáîé ýëåìåíò L01, è ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ïðåä-
ïîëîæèì òåïåðü, ÷òî c(M 01) 62 L01. Òîãäà c(M 01) 2 L1. Ñëåäîâàòåëüíî, M 01
ïðèíèìàåò c(M 01) ïî îïðåäåëíèþ L1. Íî M 01 ïðèíèìàåò òîëüêî ýëåìåíòû
L01, òî åñòü c(M 01) 2 L01, ñíîâà ïðîòèâîðå÷èå.
Çàäà÷è
1. Äîêàçàòü, ÷òî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî âñåãäà ðàçðåøèìî ïî Òüþðèíãó.
2. Ïîñòðîèòü ñòðîêó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðàâèëó (s5;O; s2; a; R).
3. Íàéòè c(M), ãäå M ¹ ìàøèíà, îïðåäåëÿåìàÿ ïðàâèëàìè
(s1; a; s2; a; R); (s1; b; s2; b; R); (s2; a; s2; a; R);
(s2; b; s2; b; R); (s1; ]; s3; ]; R):
4. Íàéòè c(M), ãäå M ¹ ìàøèíà, îïðåäåëÿåìàÿ ïðàâèëàìè
(s1; a; s2; ]; R); (s1; b; s2; a; R); (s2; a; s2; ]; R);
(s2; b; s2; a; R); (s1; ]; s3; ]; R):
5. Íàéòè ïðàâèëî, ñîîòâåòñòâóþùåå ñòðîêå
a) aaabababbaa.
b) aabbbaaabbab.
6. Êîòîðûå èç ñòðîê ïðåäñòàâëÿþò ïðàâèëà?
a) baaabbaabb;
b) aabbbaaabbbb;
c) aababaabbaa;
d) aabaabaabaab;
e) aabaaabbabb.
7. Âîññòàíîâèòü ìàøèíó Òüþðèíãà ïî ñòðîêå
a) abaaabbbbaabbbabaabababbaababb;
b) abaaaababbabbbaababbaababaaababb.
8. Âîññòàíîâèòü ìàøèíó Òüþðèíãà è ñòðîêó ââîäà ïî ñòðîêå
a) abaaaabbbbabbbaabbbbaabbbabbbaababaaababbbaaabbb;
b) abaaaabbbbabbbaabaabaabbbabbbaaabaaabbbaaababaaababababaabb.
9. Ïîñòðîèòü ìåòîä êîäèðîâàíèÿ, êîòîðûé äîïóñêàåò èñïîëüçîâàíèå
ñèìâîëîâ A è B íàðàâíå ñ a; b ïîñðåäñòâîì ïðèìåíåíèÿ ñëîâ äëèíû 3 äëÿ
îáîçíà÷åíèÿ ââîäèìûõ ñèìâîëîâ.
10. Èñïîëüçóéòå êîä èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è äëÿ íàõîæäåíèÿ ñòðîêè,
ïðåäñòàâëÿþùåé
(s1; a; s3; A;R):
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11. Íàéòè ñòðîêó, ðåàëèçóþùóþ ìàøèíó
(s1; a; s2; b; R); (s1; b; s2; b; R); (s2; a; s2; ]; R);
(s2; b; s2; b; R); (s1; ]; s3; ]; R)
âìåñòå ñ ââîäèìûì ñëîâîì ababaab.
12. Íàéòè ñòðîêó, ðåàëèçóþùóþ ìàøèíó
(s1; a; s2; b; R); (s1; b; s2; a; R); (s2; a; s2; ]; R);
(s2; b; s2; ]; R); (s1; ]; s3; ]; R)
âìåñòå ñ ââîäèìûì ñëîâîì babbab.
13. Ïóñòü L ¹ ÿçûê. Äîêàçàòü, ÷òî âåðíî òîëüêî îäíî èç ïåðå÷èñëåí-
íîãî:
a) Íè L íè L0 íå ïðèíèìàþòñÿ ìàøèíàìè Òüþðèíãà.
b) È L è L0 ðàçðåøèìû ïî Òüþðèíãó.
c) Ëèáî L ëèáî L0 ïðèíèìàåòñÿ íåêîòîðîé ìàøèíîé Òüþðèíãà, íî íå
ðàçðåøèì ïî Òüþðèíãó.
4.4 Ïðîáëåìû íåðàçðåøèìîñòè äëÿ êîíòåêñòíî-
ñâîáîäíûõ ÿçûêîâ
Îïðåäåëåíèå 43. Ïóñòü § ¹ àëôàâèò. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P ìíîæå-
ñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð íåïóñòûõ ñòðîê (u1; v1); (u2; v2); : : : ; (um; vm) èç
ñèìâîëîâ §. Òî åñòü P ¹ êîí÷íîå ïîäìíîæåñòâî §¤£§¤. Ðåøåíèå P
¹ ñòðîêà w, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàð
(ui1 ; vi1), (ui2 ; vi2), : : :, (uim ; vim), ÷òî w = ui1ui2 ¢ ¢ ¢ uim = vi1vi2 ¢ ¢ ¢ vim.
Ïðîáëåìà ñîîòâåòñòâèé Ïîñòà ¹ îïðåäåëèòü, ñóùåòñâóåò ëè ðå-
øåíèå.
Îïðåäåëåíèå 44. Ïóñòü § ¹ àëôàâèò. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P ìíîæå-
ñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð íåïóñòûõ ñòðîê (u1; v1); (u2; v2); : : : ; (um; vm) èç
ñèìâîëîâ § âìåñòå ñî ñïåöèàëüíîé ïàðîé. (u0; v0). Â ìîäèôèöèðîâàí-
íîé ñèñòåìå ñîîòâåòñòâèé, ðåøåíèå P ¹ òàêàÿ ñòðîêà w, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàð (u0; v0), (ui1 ; vi1), (ui2 ; vi2), : : :, (uim ; vim),
w = u0ui1ui2 ¢ ¢ ¢ uim = v0vi1vi2 ¢ ¢ ¢ vim. Ìîäèôèöèðîâàííàÿ ïðîáëåìà
ñîîòâåòñòâèé Ïîñòà ¹ îïðåäåëèòü, ñóùåñòâóåò ëè ðåøåíèå äëÿ ìî-
äèôèöèðîâàííîé ñèñòåìû ñîîòâåòñòâèé.
Ëåììà 15. Åñëè ðàçðåøèìà ïðîáëåìà ñîîòâåòñòâèé Ïîñòà, òî ðàçðå-
øèìà è ìîäèôèöèðîâàííàÿ ïðîáëåìà Ïîñòà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P1 ¹ ìîäèôèöèðîâàííàÿ ñèñòåìà ñîîòâåòñòâèé
(u0; v0), (u1; v1), (u2; v2), : : :, (um; vm). Ïóñòü ñèìâîëû $ è ? íå ïðèíàäëå-
æàò §. Äëÿ ñòðîêè w = a1a2a3 ¢ ¢ ¢ ak, îïðåäåëèì L(w) = ?a1?a2?a3?¢ ¢ ¢?ak
è R(w) = a1 ? a2 ? a3 ? ¢ ¢ ¢ ? ak?. Ïóñòü P2 ñîäåðæèò ïàðó (L(u0); L(v0)?),
è äëÿ îñòàëüíûõ ïàð (u; v) 2 P1, ïóñòü (L(u); R(v)) 2 P2. Êðîìå òîãî,
âêëþ÷èì â P2 ïàðó (?$; $). Î÷åâèäíî, ÷òî òîëüêî (L(u0); L(u0)?) ìîæåò
íà÷èíàòü ðåøåíèå P2, òàê êàê ýòî åäèíñòâåííàÿ ïàðà, â êîòîðîé îäíî
ñëîâî íå íà÷èíàåòñÿ ñ ?, à äðóãîå ¹ íà÷èíàåòñÿ. Òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî
åäèíñòâåííàÿ ïàðà, çàêàí÷èâàþùàÿ ðåøåíèå P2 ¹ (?$; $), ïîñêîëüêó ýòî
åäèíñòâåííàÿ ïàðà, â êîòîðîé ïîñëåäíèå ñèìâîëû ñîâïàäàþò.
Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîå ñåìåéñòâî ïàð (u0; v0), (ui1 ; vi1), (ui2 ; vi2), : : :,
(uim ; vim), ÷òî w = u0ui1ui2 ¢ ¢ ¢ uim = v0vi1vi2 ¢ ¢ ¢ vim . Òîãäà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (L(u0); L(v0)), (L(ui1); R(vi1)), (L(ui2); R(vi2)), : : :, (L(uim); R(vim)),
(?$; $) ïîðîæäàåò ðåøåíèå w0 = L(u0)L(ui1)L(ui2) ¢ ¢ ¢L(uim) ? $ = L(v0) ?
R(vi1)R(vi2) ¢ ¢ ¢ $ â P2. Ñòðîêè L(u0)L(ui1)L(ui2) ¢ ¢ ¢L(uim) ? $ è L(v0) ?
R(vi1)R(vi2) ¢ ¢ ¢ $ â P2 îòëè÷àþòñÿ îò ñòðîê u0ui1ui2 ¢ ¢ ¢ uim è v0vi1vi2 ¢ ¢ ¢ vim
â P1, ñîîòâåòñòâåííî, íàëè÷èåì ? ìåæäó áóêâ è $ â êîíöå ñëîâà.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêó ðåøåíèå ìîäèôèöèðîâàííîé ñèñòåìû ñî-
îòâåòñòâèé Ïîñòà âëå÷åò ðåøåíèå ñèñòåìû ñîîòâåòñòâèé Ïîñòà, ðàçðå-
øèìîñòü ïðîáëåìû ñîîòâåòñòâèé Ïîñòà âëå÷åò ðàçðåøèìîñòü ìîäèôè-
öèðîâàííîé ïðîáëåìû ñîîòâåòñòâèé Ïîñòà.
Òåîðåìà 37. Ïðîáëåìà ñîîòâåòñòâèé Ïîñòà íåðàçðåøèìà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî ðàçðåøèìîñòü ìîäèôèöèðîâàííîé ïðî-
áëåìû Ïîñòà âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå ìàøèíû Òüþðèíãà, ïðèíèìàþùåé L0
èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà. Ïî ñòðîêå, ñîîòâåòñòâóþùåé äàííîé ìàøèíå
Òüþðèíãà M è ñëîâó w, ïîñòðîèì ñèñòåìó ñîîòâåòñòâèé Ïîñòà, êîòîðàÿ
èìååò ðåøåíèå , M ïðèíèìàåò w.
Íà÷èíàåì ñ ïàðû (]; ]s0w),
]
]s0w
.
Äëÿ êàæäîãî ñèìâîëà X 2 ¡ ïîëîæèì X
X
.
Äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ s, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì, êàæäîãî
ñîñòîÿíèÿ s0, è ñèìâîëîâ X, Y , Z 2 ¡, ââåäåì
sX
Y s0
, åñëè ±(s;X) = (s0; Y; R).
XsY
s0XZ
, åñëè ±(s; Y ) = (s0; Z; L).
s]
Xs0]
, åñëè ±(s; ]) = (s0; X;R).
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Xs]
s0XY ]
, åñëè ±(s; ]) = (s0; Y; L).
Íàçîâåì ýòè ñòðîêè ñòðîêàìè, ïîðîæäåííûìè ±.
Êðîìå òîãî, äîáàâèì ïðàâèëà (0sm0; sm), (1; 1), (]; ]), (0sm1; sm), (1sm0; sm),
(1sm1; sm), (0sm; sm), (sm0; sm), (1sm; sm), (sm1; sm), (sm]]; ]).
Ïóñòü ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, îïèñûâàþùèõ ïðè-
íÿòèå ñòðîêè s ìàøèíîé M , ïîëüçóÿñü èíäóêöèåé ïî ÷èñëó âû÷èñëåíèé,
ïîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ÷àñòè÷íîãî ðåøåíèÿ
]s0w]®1s1¯1]®2s2¯2] : : : ]®n¡1sn¡1¯n¡1]
]s0w]®1s1¯1]®2s2¯2] : : : ]®n¡1sn¡1¯n¡1]®nsn¯n]
:
Äëÿ n = 0 èìååì ]
]s0w
. Ïóñòü äàíî
]s0w]®1s1¯1]®2s2¯2] : : : ]®k¡1sk¡1¯k¡1]
]s0w]®1s1¯1]®2s0¯2] : : : ]®k¡1sk¡1¯k¡1]®ksk¯k]
:
Èñïîëüçóì îäíî èç ±-ïðàâèë, ÷òîáû ïðîäëèòü âåðõíþþ ñòðîêó íà ®ksk¯k].
Åñëè ìû íå äîñòèãàåì êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ, ìû íå èìååì ðåøåíèÿ. Åñëè
ìû äîñòèãíåì êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ, òî ìû ïîëó÷èì è ðåøåíèå. Ñëåäîâà-
òåëüíî, åñëè ïðîáëåìà ñîîòâåòñòâèé Ïîñòà ðàçðåøèìà, òî è L0 ðàçðåøèì.
Òàê êàê ïîñëåäíåå íåâåðíî, òî è ïðîáëåìà Ïîñòà íåðàçðåøèìà.
Òåîðåìà 38. Ïðîáëåìà ïðîâåðêè L(G1)
T
L(G2) = ; íåðàçðåøèìà äëÿ
äâóõ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ ãðàììàòèê G1 è G2.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P ½ §¤ £ §¤ ¹ ïðîèçâîëüíîå ñåìåéñòâî ñîñòî-
ÿíèé (u0; v0), (u1; v1), (u2; v2), : : :, (um; vm). Îáîçíà÷èì äàëåå ÷åðåç w¡1
ñëîâî w â îáðàòíîì ïîðÿäêå. Ïóñòü G1 ïîðîæäåíà ïðàâèëàìè
S ! uiCv¡1i ; i = 1; : : : n:
C ! uiCv¡1i ; i = 1; : : : n:
C ! c:
Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîå ñëîâî L(G1) èìååò âèä ui0ui1ui2 ¢ ¢ ¢ uimcv¡1im ¢ ¢ ¢ v¡1i2 v¡1i1 v¡1i1 .
Ïóñòü L(G2) = fwcw¡1jw 2 §¤g. Òîãäà w 2 L(G1)
T
L(G2) , w =
ui0ui1ui2 ¢ ¢ ¢ uim = vi0vi1vi2 ¢ ¢ ¢ vim , ÷òî åñòü ðåøåíèå ïðîáëåìû ñîîòâåò-
ñòâèé Ïîñòà. Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à ïðîâåðêè L(G1)
T
L(G2) = ; íåðàç-
ðåøèìà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïàðû êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ ãðàììàòèê.
Îïðåäåëåíèå 45. Êîíòåêñòíî-ñâîáîäíàÿ ãðàììàòèêà ïåðåîïðåäåëå-
íà åñëè ñóùåñòâóåò äâà íåçàâèñèìûõ ëåâûõ âûâîäà îäíîãî è òîãî æå
ñëîâà.
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Òåîðåìà 39. Ïðîáëåìà âûÿñíåíèÿ ïåðåîïðåäåëåííîñòè ãðàììàòèêè íåðàç-
ðåøèìà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P ½ §¤ £ §¤ ¹ ïðîèçâîëüíîå ñåìåéñòâî ñîñòî-
ÿíèé (u0; v0), (u1; v1), (u2; v2), : : :, (un; vn). Ïóñòü ®0; ®1; ®2; : : : ; ®n ¹ ñèì-
âîëû íå èç §. Ïîñòðîèì äâå ãðàììàòèêè G1 è G2 ïî ïðàâèëàì:
G1 = (N1;§®; S1; P1);
ãäå N1 = fS1g, §® = §
Sf®0; ®1; ®2; : : : ; ®ng, è P1 = fS1 ! ®iS1uiji =
0; 1; : : : ; ngSfS1 ! ¸g.
G2 = (N2;§®; S2; P2);
ãäå N2 = fS2g, §® = §
Sf®0; ®1; ®2; : : : ; ®ng, è P2 = fS2 ! ®iS2viji =
0; 1; : : : ; ngSfS2 ! ¸g.
Î÷åâèäíî G1 è G2 íå ïåðåîïðåäåëåíû.
Ïóñòü G = (N;§®; S; P ), ãäå N = fS; S1; S2g è P = P1
S
P2
SfS !
S1; S ! S2g. Åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå, îäíî ïðàâèëî íà÷èíàåòñÿ ñ S !
S1, à äðóãîå ¹ ñ S ! S2, òî åñòü G ïåðåîïðåäåëåíà. Ïóñòü íàîáîðîò,
G ïåðåîïðåäåëåíà, òîãäà ui0ui1ui2 ¢ ¢ ¢ uim = vi0vi1vi2 ¢ ¢ ¢ vim è ñóùåñòâóåò
ðåøåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå ïðîáëåìû ñîîòâåòñòâèé Ïîñòà ñóùå-
ñòâóåò , êîíòåêñòíî-ñâîáîäíàÿ ãðàììàòèêà ïåðåîïðåäåëåíà.
Çàäà÷è
1. Äîêàçàòü, ÷òî êëàññ ÿçûêîâ, ïðèíèìàåìûõ ìàøèíàìè Òüþðèíãà çà-
ìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ.
2. Äîêàçàòü, ÷òî êëàññ ÿçûêîâ, ïðèíèìàåìûõ ìàøèíàìè Òüþðèíãà
çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ.
3. Äîêàçàòü, ÷òî êëàññ ÿçûêîâ, ðàçðåøèìûõ ïî Òüþðèíãó, çàìêíóò
îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ.
4. Äîêàçàòü, ÷òî êëàññ ÿçûêîâ, ðàçðåøèìûõ ïî Òüþðèíãó, çàìêíóò
îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ.
5. Äîêàçàòü, ÷òî êëàññ ÿçûêîâ, ðàçðåøèìûõ ïî Òüþðèíãó, çàìêíóò
îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè êîíêàòåíàöèè.
6. Äîêàçàòü, ÷òî êëàññ ÿçûêîâ, ïðèíèìàåìûõ ìàøèíàìè Òüþðèíãà
çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè çàìûêàíèÿ Êëèíè.
7. Äîêàçàòü, ÷òî íåðàçðåøèìà ïðîáëåìà âûÿñíåíèÿ äëÿ äàííûõ ìà-
øèíû Òüþðèíãà M è ñòðîêè w, ïðèíèìàåò ëè M âñå ñâîè ñîñòîÿíèÿ â
ïðîöåññå îáðàáîòêè w.
8. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîáëåìà ïðîâåðêè òîæäåñòâà L(¡) = §¤ íåðàçðå-
øèìà äëÿ ëþáîé êîíòåñòíî-ñâîáîäíîé ãðàììàòèêè ¡.
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9. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîáëåìà ïðîâåðêè òîæäåñòâà L(¡) = L(¡0) íåðàç-
ðåøèìà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïàðû êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ ãðàììàòèê ¡, ¡0.
10. Äîêàçàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà, ïîçâîëÿþùåãî îïðåäå-
ëèòü, áåñêîíå÷íî ëè ïåðåñå÷åíèå ÿçûêîâ äâóõ êîíòåñòíî-ñâîáîäíûõ ãðàì-
ìàòèê.
11. Äîêàçàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà, ïîçâîëÿþùåãî îïðåäå-
ëèòü, áåñêîíå÷íî ëè äîïîëíåíèå ÿçûêà êîíòåñòíî-ñâîáîäíîé ãðàììàòèêè.
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